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Introduction

La théorie des équations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSR) a connu un for-
midable développement a partir des années 1990. Les EDSR linéaires ont été introduites
par J.M Bismut en 1973, dans un article concernant le controle optimal stochastique et
la version probabiliste du principe du maximum de pontryagin. E.Pardoux et S.Peng sont
les premiers a établir I’existence et 'unicité de la solution d’une EDSR.

On s’intéresse & un probléme de controle stochastique, ol le systéme est gouvernés par

une équation différentielle stochastique rétrograde linéaire de la forme :

T T
Yt = f + / {asys + bszs + Csus} ds — / stWs,
t t

L’objectif du probléme de controle stochastique est de minimiser une fonction coit de la

forme :

J(u)=F {g(yg) + /OT h(t,yt,zt,ut)dt] ,

Dans ce travail on va établir les conditions nécessaires ainsi que les conditions suffisantes
d’optimalité pour les équations différentielles stochastiques rétrogrades linéaires.

Le plan de travail est comme suit :

Chapitre 1 :calcul stochastique

Dans ce chapitre, on va présenter les résultats de calcul stochastique dont nous aurons
besoin dans la suite de ce mémoire, en donnant les définitions et les propriétés des processus

continues ainsi que leurs résultats principaux qui nous permettre de définir d’intégrale



Introduction

stochastique et la formule d’Ito.

Chapitre 2 : les équations différentielles stochastiques rétrogrades

Dans ce chapitre nous allons montrer un premier résultat d’existence et d’unicité de la
solution d’'une EDSR, ce résultat est du a E.Pardoux et S.Peng [5] et c’est le premier
résultat d’existence et d’unicité pour les équations différentielles stochastiques rétrogrades
(EDSR) dans le cas ou le générateur est lipschitizien en (y, z), puis on donne la définition
de ’EDSR linéaire.

Chapitre 3 : les conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité

Dans ce chapitre, on va établir les conditions nécessaires ainsi que les conditions suffisantes
d’optimalité pour les EDSR linéaires. La méthode de démonstration basée sur le principe

d’optimisation convexe.



Chapitre 1

Calcul stochastique

Le calcul stochastique est une extension du calcul différentiel et intégrale classique dans
laquelle les processus a temps continus remplacant les fonctions et les martingales jouent
le role des constantes.

Le but de ce premier chapitre est d’éxposer les notions de base utilisées le long de ce

mémoire.

1.1  Processus stochastique

Définition 1.1.1 Soit T un ensemble. On appelle processus stochastique sur un espace de
probabilité (Q, F, P) indexé par T et a valeurs dans R?, une famille (X;)ier d’applications

mesurables de (Q, F)dans (R¢, B(R?)) ; pour tout t € T, X, soit une variable aléatoire.

Remarque 1.1.1 On peut voir un processus comme une fonction qui a w € ) associe

une fonction de [0, T] dans R, t — X (w), appelée trajectoire du processus.

Notation 1.1.1 La variable (w,t) — X (w) sera notée X, et le processus sera notée X

ot (Xi)er

Définition 1.1.2 On dit que le processus est & trajectoires continues (ot est continu) si

les applications t — X (w) sont continues pour presque tout w.
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Calcul stochastique

Définition 1.1.3 Un processus est dit cad-lag (continu o droite, limites a gauche) si ses

trajectoires sont continues a droite, pourvues de limites & gauche.

Définition 1.1.4 Un processus X est dit mesurable si l’application :

Ry x Q — R?

(t, w) — Xi(w),

est mesurable par rapport auz tribus B(R,) @ F et B(R?).
Définition 1.1.5 Soient X et Y deux processus. On dit que

e X est modification de Y si, pour tout ¢t > 0, les variables X; et Y; sont égales P-p.s
Vi>0,P(X;=Y;) =1

e X et Y sont indistinguable si, P-p.s, les trajectoires de X et Y sont les mémes c-a-d
P(X;=Y,Vt>0)=1.

Remarque 1.1.2 La notion d’indistinguabilité est plus forte que la notion de modifica-
tion. Notons que st X est une modification de 'Y et si X et'Y sont a trajectoire continues

a droite ot o gauche alors X et'Y sont indistinguables.

1.2 Espérance conditionnelle

Soit X € LY(Q, P) et G sous tribu de F. On définit 'espérance conditionnelle de X sachant

G, I'unique variable aléatoire E(X|G) G—mesurable sur € telle que

/Xdp:/E<Xyg)dp, VBEG
B B
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1.2.1 Propriétés de ’espérance conditionnelle

soient X,Y € L*(€Q, P) et G une sous tribu de F, presque slirement on a :

1. Linéarité : si X,Y € LY(Q, P),Vu, A € R alors :

E(AX + uY|g) = AE(X|G) + pE(Y).

2. Monotonie : si X, Y € L}, P) alors :

X >Y = E(X|G) > E(Y|G)

en particulier

X >0= B(X|G) >0

3. Si X est G-mesurable alors :

EX|G) =X

4. Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires, si Y est G-mesurable alors :

E(XY|G) =Y E(X|G)

en particulier

EE(X|G)Y|G] = E(X|G).E(Y|9)

5. Si X est indépendante de G alors :

E(X|G) = E(X).

6. S1 G, C Gy C F alors
E[E(X[G.)|G1] = E(X|G1).
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1.3 Filtration

Définition 1.3.1 On appelle filtration {Fi}i>0 de (Q,F, P), une famille croissante de

sous tribus de F, c-a-d Fy C Fy C F,Vs < t.

Remarque 1.3.1 Si {F;}i>0 est une filtration sur un espace de probabilité de (2, F, P).

On dit que de (2, F,{Fi}t>0, P) est un espace filtré.

Définition 1.3.2 On dit qu’une filtration {F;}i>0 est continue a droite si

ft:ﬂ+:ms>tfsavoé=9§t~

Remarque 1.3.2 Un espace de probabilité (2, F, P) muni d’une filtration {F;}i>0 est
satisfait les conditions habituelles si :

1. Les ensembles négligeables sont dans tous les F; au sens ou P(A) =0, A € Fy.

2. La filtration est continue & droite i.e. Fy = Fi+ = NgsiFs,0 < s < £

La famille croissante de sous tribus G, = o(Xs,s < t) s’appelle la filtration naturelle
du processus stochastique X. Mais Gy ne contient pas nécessairement les ensembles négli-
geables (N), c’est pour cela on introduit la filtration naturelle augmentée de X définie par
FX = o(NUG,). Lorsque nous parlerons de filtration naturelle, il s’agira toujours de la

filtration naturelle augmentée.

Définition 1.3.3 Un processus X est dit adapté par rapport o la filtration {F;}i>o si,

pour tout t, la variable aléatoire X, est F;-mesurable.

Remarque 1.3.3 Un processus X est évidement adapté par rapport o sa filtration natu-

relle {F{ }i>0.

Définition 1.3.4 Un processus X est progressivement mesurable par rapport & {Fi}i>o si
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Uapplication

([0,1] x Q) — R?

(s, w) — Xs(w),

est mesurable par rapport a B([0,t]) @ F; et B(R?).

Proposition 1.3.1 St X est un processus stochastique dont les trajectoires sont continues
a droite (ot a gauche), alors X est mesurable et X est progressivement mesurable s’il est

de plus adapté.

Définition 1.3.5 Un processus X = (Xi,t > 0) est dit a variation bornée sur [0,T) si
n—1
Supz ’Xti-H - Xm’ < k.

tog=1

Définition 1.3.6 Un processus X = (Xy,t > 0) est dit a variation finie sur [0,T] si

< 0Q.

n—1
sup E |th-+1 - Xy,
b

Définition 1.3.7 Les variables aléatoires X; — X,,0 < s <t sont appelées les accroisse-
ments du processus stochastique X, on dit que :

e Processus a accroissement indépendants si
(X:—X,) LFS =0(X,,0<r<s), VO<s<t
e Processus a accroissement stationnaire st

Xt—XSNXt,S—Xo, VOSSSt
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1.4 Martingale

On se donne un espace de probabilité muni d’une filtration (2, F, {F; }i>0, P).

Définition 1.4.1 Un processus X a valeurs réelles est une {Fi}i>o-martingale si
e pour tout t > 0, X; est Fi-mesurable ({F;}i>0-adapté),
e pour tout t > 0, X; est intégrable i.e. E[|X;|] < oo,

e pour tout 0 < s < t, E[X;|F,| = X,.

Définition 1.4.2 Un processus X a valeurs réelles est une {F;}i>o sur-martingale (res-
pectivement {F; }i>0 sous-martingale) si

e pour tout t > 0, X; est Fi-mesurable ({F;}i>0-adapté),

e pour tout t > 0, X; est intégrable i.e. E[|X;|] < oo,

o pour tout 0 < s <t, E[X}|Fs] < Xs. (respectivement E[X(|Fs] > X;).

Remarque 1.4.1 Toute martingale X vérifie :
Vi < T, E[X,] = E[X0].

Définition 1.4.3 Soit T une variable aléatoire a valeur dans R_Jr. 7 est un {F; }i>o-temps
d’arrét si, pour tout t,

{r<t}eF, V0<t< o

1.5 Mouvement Brownien
On se donne un espace de probabilité muni d’une filtration (Q, F, {F; }i>0, P).

Définition 1.5.1 Un Mouvement Brownien (MB) de dimension d, {W;, F4;0 < t <
+o00} est la donnée d’un processus mesurable W & valeurs dans R?, et d’une filtration, tels
que W est adapté a {F;}i>o , est continu, et vérifie :

o Wy =0 P-p.s,
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e pour 0 < s <t, W est a accroissement indépendant : Wy — W est indépendant de F,
e pour 0 < s < t, les accroissements sont stationnaires : W, — W et de loi gaussienne

centrée, de matrice de covariance \/t — slg, ot 14 désigne la matrice identité de dimension

d.

Définition 1.5.2 On appelle Mouvement Brownien standard (M B) un processus stochas-
tigue W a valeurs réelles tel que :
e P-p.s. t — Wy(z) est continue,
e pour 0 < s < t, W est a accroissement indépendant : Wy, — W, est indépendant de

FYV =o(W,,u < s) et de loi gaussienne centrée de variance t — s,

o Wy=0, P-p.s.

Remarque 1.5.1 D’aprés la définition, W, est une v.a réelle de loi N(0,t), donc de
densité ﬁ exp (_2—“;2> )

Théoréme 1.5.1 (Théoréme de Lévy) Soit X; un processus stochastique a trajectoires
continues, adapté a la filtration (F;) et tel que :

i) Xy est une martingale par rapport a (Fy) ;

i) (X? —t) est une martingale par rapport a (F) ;

alors X; est un mouvement brownien.

Théoréme 1.5.2 (Théoréme d’arrét) Soit (X;) est une martingale continue par rap-
port a (Fy) et Ty, Ty deux temps d’arréts tels que 0 < Ti(w) < Th(w) < K < oo, Vw € Q.
Alors

E(Xn|Fr) = Xq,. P-p.s,

et donc

E(X1,) = E(X7,),

En particulier si 0 < T(w) < K, Yw € Q, alors

E(Xr) = E(X).

9
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Le théoréme est encore valide pour une sous-martingale et une sur-martingale (avec les

inégalités correspondantes).

Théoréme 1.5.3 (Théoréme d’arrét de Doob) Si X est une martingale et si o et T

sont deux temps d’arrét bornés tels que
o<, E[X;|F;]=X, P-p.s.

Théoréme 1.5.4 (Burkholder-Davis-Gundy "BDG"). Soit p > 0 un réel. Il existe

deux constantes c, et C, telles que, pour toute martingale continue X, nulle en 0,

qE (XX < B [sup rxﬂ <E[xxk].

t>0

[S]4S)

Remarque 1.5.2 En particulier, si T' > 0,

¢, [<X,X>§] <E [sup ]Xﬂ <C,E [(X,Xﬁ] .

t>0

Théoréme 1.5.5 (Théoréme de représentation des martingales) : Soient (Wy);>o
un mouvement brownien sur un espace de probabilité filtré (Q, F,{F:}i>0, P), et X; une

martingale F;-adaptée. Alors, il existe un processus adapté H, tel que :

t
X, = X+ / H,dW,, P-p.s.
0

1.6 Intégrale stochastique

on veut donner un sens a la variable aléatoire :

T
/ 0,dW,,
0

lorsque l'on intégrale une fonction g par rapport & une fonction f dérivable, si g est

10
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réguliére, on définit son intégrale comme :

[ s = [ s

Si jamais f n’est pas a dérivable mais simplement a variation bornée, on s’en sort encore

en définissant 'intégrale par :

| ao)irs) = m 3 g6 (t) — 56

L’intégrale alors définie s’appelle intégrale de Stieljes.
Nous allons donc construire I'intégrale stochastique sur I’ensemble

LZ(Q,[0,T)) = {(et)ogtg’]’, processus CADLAG F-adapté tq E [(fOT 9?d$)] < oo} .

Définition 1.6.1 un processus (0;)o<i<r est appelé processus élémentaire s’ il existe une
subdivision 0 =ty < t; < ... < t, = T et un processus discret (0;)o<i<n—1 tel que tout 0;

est Fy,-adapté et dans L*(Q) tel que :

i
L

0, (w) = 0;(w) 1y, 1,1 (1)-

%

Il
=)

on note € l'ensemble des processus élémentaires qui est un espace de L%(, [0,T]).

Définition 1.6.2 L’intégrale stochastique entre 0 et t < T d’un processus élémentaire

0 € ¢ est la variable aléatoire définie par :

/ 9 dW 2(9 Wtz+1 - ) + 9 (Wt - Wtk) sur ]tk, tk+1],

Soit

t n
/ edeS - Z ei(Wt/\tH_l - Wt/\t,‘)‘
0 i=0

. N t
on associe donc a 0 € € le processus ( fo Gdes>
0<t<T

11
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Définition 1.6.3 (Processus d’It6) On appelle processus d’Ité, un processus X a va-

leurs réelles tel que :
t t
VO<t<T, X =X —1—/ bsds +/ o, dWs, P-p.s
0 0

ot Xq est Fo-mesurable, b et o sont deuxr processus progressivement mesurables vérifiant

t t
/ blds < o0 et / o2 ds < oo,
0 0

Le coefficient b est le drift ou la dérivée, o est le coefficient de diffusion.

les conditions

Théoréme 1.6.1 (formule d’Ité) Soit f une fonction définie sur R, x R de classe C*

par rapport o t, de classe C* par rapport a x, & dérivées bornées, on a

t t I
(6.0 = F0.50) + [ fils XX+ [ s Xads 5 [ s X0k
0 0 0
ce qui l’on note

df (1, X,) = {ft’(t, X0)+ 3 fonlt X»ﬂ di+ 1t X)dX,

]. 1"
Théoréme 1.6.2 La formule d’Ité montre que

Cette formule est connue sous le nom d’intégration par parties. La quantité oi(t)oa(t)

correspond au crochet de X1, Xy noté (X, Xs) est défini comme le processus & variation
fini
t
(X1, Xo) = / o1(s)o2(s)ds.
0

12
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Définition 1.6.4 la formule d’Ité ou encore le lemme d’Ito, est l'un des principaux ré-

sultats de la théorie du calcul stochastique. Cette formule offre un moyen de manipuler le

M.B ou les solutions d’EDS.

1.7 Equation différentielle stochastique (EDS)

Définition 1.7.1 une équation différentielle stochastique est une équation de la forme :

T t
X, =x+ / b(s, X,)ds +/ o(s, Xs)dWs,
0 0

O sous la forme
dXt = b(t, .Z't)dt + U(t, Xt)th
X() = T

Le coefficient b s’appelle le drift et la matrice oot s’appelle la matrice de diffusion.

L’inconnu est le processus X. le probléme est comme une équation différentielle ordinaire,
de montrer que sous certaines condition sur les coefficients, I’équation différentielle & une

unique solution.

Définition 1.7.2 une solution (forte) de I’EDS est un processus continu tel que :
1- X est progressivement mesurable ;

2- P-p.s : [1{|b(s, Xs)} + ||o(s, X,)||?ds < oo o ||o|| = trace(oa™®);

3- P-p.sona:Xy=x+ [1b(s, X,)ds+ [i o(s, X,)dW,, 0 <t <T.

>| < oo, muni

On note : S? 'espace des processus X, progressivement mesurables tel que E [ sup | X

0<t<T
2
sup | X;|? < 0.
0<t<T

S2 ={ le sous espace de S?* formé des processus continus. }

de la norme ||z|| = E

13
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Théoréme 1.7.1 On suppose que :

a) les fonctions b et o sont continues.

b) Il existe K tel que pour tout t € [0,T],x € R",y € R™:

i) |b(t,x) —b(t,y)| + ||o(t,z) —o(t,y)|| < K |x —y| (condition de lipschitz)
ir) |b(t,x)| + ||o(t,z)|| < K(1+ |z|) (condition de croissance)
MUE[&mL&f<m

0<t<T

Alors I’EDS posséde une unique solution, cette solution appartient a S2.

Lemme 1.7.1 (Lemme Gronwall) Soit g : [0,T] — R une fonction vérifiant

we T, 0<g<al+s [ g(s)ds,

pour une constante 3 > 0 et pour une fonction « : [0, T] — R intégrable par rapport & la

mesure de Lebésque. On a alors
t
vt e[0,T],  0<g(t)<alt)+p / o(5)5 s,
0

L’intérét est notamment que g n’apparait qu’une seule fois dans la nouvelle inéquation en

particulier, si a est une fonction constante, on trouve
vte[0,T],  g(t) < ae”,

et st a=0, onag=0.

14



Chapitre 2

Equations différentielles

stochastiques rétrogrades

2.1 Vocabulaire et notations

2.1.1 Présentation du probléme

Soient (2, F, (F;),0 > 0, P), un espace probabilisé filtré et £ une variable aléatoire mesu-
rable par rapport a Fp, ou T" désigne un temps terminal.

On voudrait résoudre 1’équation différentielle suivante

= — f(y,) , tel0,T],

dt

Yr= ¢

en imposant que, pour tout instant ¢, Y; ne dépend pas du futur aprés ¢ c’est-a-dire que
le processus Y soit adapté par rapport a la filtration {F;}i>o.

Prenons 'exemple le plus simple a savoir f = 0, le condidat naturel est Y; = & qui n’est
pas adapté si & n’est pas déterministe.

La meilleure approximation-disons dans L?-adaptée est la martingale Y; = F(£|F;), si on

15



Equations différentielles stochastiques rétrogrades

travaille avec la filtration naturelle d’'un mouvement brownien, le théoréme de représenta-
tion des martingales browniennes permet de construire un processus Z de carré intégrable

et adapté tel que

t T
Yi = E(¢/F) = E(€) + / Z,dW, = ¢ / Z,W,,

0

ou de fagon équivalente

Yr= &
On voit donc apparaitre sur I'exemple le plus simple une seconde inconnue qui est le

processus Z dont le role est de rendre le processus Y adapté.
Par conséquent, comme une seconde variable apparait, pour obtenir la plus grande géné-

ralité, on permet & f dépendre du processus Z ; I’équation devient alors

—dY, = f (t,Y, %) dt — ZdW,, te€l0,T],
Yr =

ou de fagon équivalente, sous forme intégrale,
T T
Y, =§+/ f(s,Ys, Zs)ds —/ ZdWs, te€[0,T]. (2.1)
t t

2.1.2 Notations

On se donne (2, F, P) un espace de probabilité complet et W un mouvement brownien
(M B) d-dimensionnel sur cet espace. On notera {F;}:>o la filtration naturelle du (M B)
W. On travaillera avec deux espaces de processus :

-On note S?(IR¥) I'espace vectoriel formé des processus Y, progressivement mesurables, &
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valeurs dans R*, tels que :

Y] = E{ Sup w} < 0,
0<t<T

et S%(R¥) le sous espace formé par le processus continus.
- En suite M?(R¥*?) celui formé par les processus Z, progressivement mesurables, & valeurs
dans R¥*? tel que :

< 00,

T
1Z|Ppn = E [/ 12 dt

ou si z € R4 ||2||2 = trace(zz*). M?*(RF*?) désigne I’ensemble des classes d’équivalence
de M?(RF*d).,

R¥ et R¥*4 seront souvent omis ; les espaces 52, S? et M? sont des espaces de Banach pour
les normes définies précédemment. Nous désignerons B? l'espace de Banach S?(RF) x
M2 (Rk Xd) .

Dans tous ce chapitre, ainsi que dans le suivant, nous donnons une application aléatoire f

définie sur [0, 7] x Qx R* x R¥*4 3 valeur dans R telle que, pour tout (y, z) € RF x R¥*d,

le processus {f(t,y, z) o<t<r est progressivement mesurable. Nous considérons également
une variable aléatoire &, mesurable par rapport Fr et a valeurs dans RF.

La fonction f s’appelle le générateur et ¢ la condition terminale.

Définition 2.1.1 une solution de ’EDSR est un couple de processus {(Yz, Zt) foci<r

vérifiant :

1. Y et Z sont progressivement mesurables & valeurs respectivement dans R* et R¥*?;
2. P-p.s;
T
/ (10 Yo Z2) + ||l 2} dr < oo
0

17
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3.P-ps,ona:
T T
Vi=¢&+ / f(r,YT,Zr)dr—/ Zdw,, 0<t<T.
t t

Remarque 2.1.1 Il est important de retenir les deux points suivants : tout d’abord, les in-
tégrales de l’équation[2.1] étant bien définies, Y est une semi-martingale continue, ensuite,
comme le processus Y est progressivement mesurable, il est adapté et donc en particulier

Yy est une quantité déterministe.

Avant de donner un premier théoréme d’existence et d’unicité, nous allons montrer, que

sous une hypothése relativement faible sur le générateur f, le processus Y appartient a

S2.

Proposition 2.1.1 ils existent deux constantes positives C' et K et supposons qu’il existe

un processus { f(t,y, z) Yo<i<r, positif appartenant a M?(R¥) tels que :
V(t,y,2) € [0,T] x R* x R™ | f(t,y,2)| < fi + Cly| + K]|z]|.

Si {(Ys, Zt) bo<t<r est une solution de ’EDSR telle que Z € M? alors Y appartient
S2.

Proof. on a, pour tout t € [0,T],

t t
Yi=Yo- [ 1n¥ezydr - [ Zaw,,
0 0

On wutilise ’hypotheése sur f,

T
|mhany/<ﬁ+szmmw—wp
0

0<t<T

t
/ ZpdW,
0
t
/ Z.dW,
0

¢
+ C/ Y, |dr.
0

On pose

9

T
Aﬂnw/kﬁ+mmmm+5w
0

0<t<T

18
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Aussi on a

¢
|Yi| §/\+C’/ Y, |dr.
0

Y étant est un processus continu, le lemme de Gronwall fournit linégalité
Y] < Aexp(Ct),

Alors
sup [Yi| < Aexp(CT),

0<t<T
A est une variable aléatoire de carré intégrable, puisque par l’hypothése, Z appartient ¢ M?

et donc, d’aprés l'inégalité de Doob, on a

t 2 t
/ Z.dW, ] <4sup E [/ ||ZT||2dr},
0 0<t<T 0

Ce qui signfie que le troisiéme terme de A est de carré intégrable. Il est la méme pour{ f; }o<i<r

E | sup

0<t<T

et Yy car il est déterministe alors de carré intégrable. Ceci montre que Y appartient a S*.

Nous finissons par le résultat d’intégrabilité qui nous servira a plusieurs reprise.

Proposition 2.1.2 soient Y € S*(R*) et Z € M?*(R¥*?), alors

t
{/ ysLsdWs, t e [O,T]}
0

est une martingale uniformément intégrable.
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Proof. Les inégalités de Burkholder-Davis-Gundy (BDG) donnent :

¢ T 3
E[sup /YTZTdWT] <CE (/ ]YT|2HZTH2dr)) ]
0<t<T |Jo 0
T 3
<cr | sl ([ lzp) ]
0<t<T 0

Et par suite en appliquant 'inégalité

a?  b?
p< 4
ws oty
On obtient
T T
E {sup / Y}ZTdWT] <’ (E {sup \Ytﬁ] +E [/ HZ,,Her}).
o<t<T | Jo 0<t<T 0

Le deuxiéme membre de cette inégalité est fini, et donc on aura :

t
E {sup /KZTdWT < 00,
0

0<t<T

D’otu le résultat. m

2.2 Existence et unicité des solutions

En 1990, E.Pardoux et S.Peng ont démontré 1’éxistence et 1'unicité des solutions de 'EDSR
dans le cas ot le générateur f est lipschitzien par rapport aux deux variables y et z.
On rappeéle la derniére fois que f est définie sur [0,7] x Q x R¥F x R¥*4 4 valeur dans R¥,
telle que, pour tout (y, z) € R* x R**4  le processus { f(t,y, ) fo<i<r Soit progressivement
mesurable. Nous considérons également £ une variable aléatoire, Fr-mesurable & valeur
dans RF,

Voici les hypotheses sous lesquelles nous travailler.
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(L) 1l existe une constante \ telle que P-p.s,

1.Condition de lipschitz en (y, z) : pour tout ¢,y, y/, z, z/,

[t y,2) = [ty 2] < Mly = o[ + 11z = 2]

2.Condition d’intégrabilité :

T
B[P + / 1£(r,0,0)[2dr] < oo,

On commence par un cas trés simple, celui ou f ne dépend ni de y ni de z i.e. On se
donne ¢ de carré intégrable et un processus {F; }o<i<r dans M?(R¥) et on veut trouver

une solution de 'EDSR
T T
Yt:5+/ FTdr—/ Z.dW,, 0<t<T (2.2)
t t

Lemme 2.2.1 soient & € L*(Fr) et {F;}o<i<r € M?(RF) "EDSR[2.4 posséde une unique
solution (Y, Z) telle que Z € M?>.
Proof. supposons dans un premier temps que (Y, Z) soit une solution vérifiant Z € M?>.

St on prend [’espérance conditionnelle sachant F;, on a nécessairement,

T
Y,=E <§+/ Frdr]]-"t) .
t

On définit donc Y a l'aide de la formule précédente et il reste a trouver Z. Remarquons

que, d’aprés le théoréme de Fubini, comme F' est progressivement mesurable,

t
/ F.dr,
0

est un processus adapté o la filtration {F;}icpo,r ; en fait dans S? puisque F est de carré
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intégrable. On a alors, pour tout t € [0,T],

T ¢ ¢
Y,=F <§ +/ Frdﬂft) — / F.dr =X, — / F.dr,
0 0 0

X est une martingale brownienne ; via le théoréme de représentation des martingales brow-

niennes on construit un processus Z appartenant ¢ M? tel que

t t t
Y, =Xy — / F.dr =Xy + / Z,dW, — / F.dr.
0 0 0

On vérifie facilement que (Y, Z) ainsi construit est une solution de I’EDSR étudiée puisque

comme Yy =&,

t t T T
}/75_€:X0+/ ZrdWr_/ Frdr_ (XO“‘/ ZrdWr—/ Frd’l“)
0 0 0 0
T T
= / Fodr — / Z,dW,.
t t

L’unicité est évidente pour les solutions vérifiant Z € M?* . m

Théoréme 2.2.1 Pardouz-peng90. Sous ’hypothése (L), Z’EDSR posséde une unique
solution (Y, Z) telle que Z € M?>.
Proof. on utilise un argument de point fixe dans l’espace de Banach B? des solutions

(Y, Z). En construisant une application ¥ de B? dans lui méme, de sorte que (Y, Z) est
solution de ’EDSR si et seulement si (Y,Z) c’est un point fize de V. Pour (U, V)
élément de B%, on définit (Y,Z) = ¥(U,V) comme étant la solution de 'EDSR :

T T
Yt=£+/ f(r,Ur,V})dr—/ Z.dW,, 0<t<T.
t t

Remarquons que cette derniére EDSR posséde une unique solution qui est dans B?. En
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effet, on pose : F,. = f(r,U,,V,). Ce processus appartient o M? car, f étant Lipschitz,
[F] < 1f(r,0,0) + AU + Al[V ],

et ces trois derniéres processus sont de carré intégrable. Par suite, nous pouvons appliquer
le lemmepour obtenir une solution unique (Y, Z) telle que Z € M?. (Y, Z) appartient
a B2 : Uintégrabilité de Z est obtenue par construction et d’aprés le proposition[2.1.1], Y
appartient o S?. L’application ¥ de B? dans lui-méme est donc bien définie.

Sotent (U, V) et (U, V1) deuz éléments de B* et (Y,Z) =W (U, V), (Y1,Z1) =Y (UL V7).

Notons y=Y —Y! etz=7Z—7/.0ona

yr =0 et dy.=—{f(t, U, V) — f(t,U;, V) }dt + zdW.

On applique la formule d’Ité a e®|y;|* pour obtenir

d(e™ |y, |?) = ae® |y ?dt — 2e™y, {f(t, U, Vi) — f(t, UL, V) Yt

4 2ey,. 2, dW, 4 e 2| | dt.
Par conséquent, intégrant entre t et T', on obtient

T T
e ? + / e ||z, |[Pdr = / e (—aly 2 + 20, (8 UL V) — F(8 UL V) )dr
t t

T
— / 2e“" Y. 2. dW,.,
t

et, comme [ est lipschitz, il vient, notant u et v pour U — U’ et V. — V' respectivement,

T T
[0 ar 2 ar
e yl? + / ||z P dr < / e (—aly + 2y, | Jur] + 20| [or]))dr
t t

T
— / 2e" Y. 2. dW,..
t
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pour tout € > 0, on a
a2 2
2ab < — +¢b
€

et donc, linégalité précédente donne

T s T 2\ T
e“t|yt|2+/ ||z drg/ e | —a+ — ]yr|2dr—/ 2e*"y, 2. dW,
t t € t
T
b [ el + o P
t

2
et prenant o« = % on a, notant

T
R. = 6/ e (Jur|* + |Jvy | *)dr,
0

T T
vt € (0,71, ey |? +/ e || z||2dr < Re — 2/ e Yy zpdW,.. (2.3)
t t

D’ apres le lemme , la martingale

T
{/ earyrszWr}
0 t€[0,T]

est en réalité une martingale nulle en 0 car'Y, Y’ appartiennent a S* et Z, Z' appartiennent
a M2,

En prenant ’espérance, il vient que pourt =0 :

B[ [ elliar] < Bl (2.4)

Revenant a ['inégalité les inégalités BDG fournissent avec C' universelle,

— T %
E [ sup eat|yt|2] < FE[R.]+C.FE (/ 62a|yr|2||zr||2dr) ]
0<t<T 0

T 5
< Blr]+ C.8 | swp cFlul ([ e lllPar ) ]
0

0<t<T

24



Equations différentielles stochastiques rétrogrades

. 2 2
Puis, comme ab < % + %,

ot 2 1 at 2 02 T ar 2
E | sup ey |*| < E[R]+ =E | sup e*|y|*| + —F e ||z || dr| .
0

0<t<T 2 lo<t<T 2

Prenant en considération l'inégalité on obtient finalement

T
E [ sup e™|y,)? —i—/ eo”"||zr||2dr] < (3+C*E[R.,
0

0<t<T

et par suite, revenant a la définition de R.,

T T
E [ sup ey, |? +/ eO‘T||zT||2d7’} <e(3+CH(AVTE [ sup e |uy)? +/ em||vr||2dr} .
0 0

0<t<T 0<t<T

Prenons ¢ tel que £(3+C?)(1VT) = %, de sorte que l'application ¥ est alors une contraction

stricte de B? dans lui-méme si on le munit de la norme

N[

T
IOl = £ | sup i+ [ et iivipar]
0

0<t<T

qui en fait un espace de Banach — cette derniére norme étant équivalente o la norme usuelle
correspondant au cas o = 0.

U posséde donc un unique point fixe, ce qui assure l’existence et ['unicité d’une solution

de UEDSR (2.1l dans B%. m

Remarque 2.2.1 A partir de maintenant et sans plus insister, l’expression « la solution

de 'EDSR » signifiera la solution de 'EDSR vérifiant Z € M?.

2.3 Le role de 7

Nous allons voir que le role de Z, plus précisément celui du terme ftT Z.dW, est de rendre

le processus Y adapté et que lorsque ceci n’est pas nécessaire Z est nul.
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Proposition 2.3.1 soit (Y, Z) la solution de ’EDSR et soit T un temps d’arrét ma-

jorée par T

On suppose, autre 'hypotheése (L), que £ est Fi-mesurable et que f(t,y,2) = 0 dés que
t>T.
Alors Y, =Y, et Z; =0 si t <.

Proof. on a, P-p.s
T T
Y, _§+/ F(r,Ye, Z,)dr —/ Z,dW,,0 <t <T.
t t
Et donc, pour ¢t = 7 comme f(t,y,z) =0 dés que t >,
T T T
Y, =¢ +/ F(r, Y, Z,)dr — / Z,dW, = € — / Z,dW,.

Il vient alors Y, = E(7/F,) = £ et par suite fTT Z,dW, = 0 d’ou l'on tire que

(/TT ZrdWT) =FE UT ||ZT||2dr] =0,

et finalement que Z,.1,>, = 0.

2
E

Il s’en suit immédiatement que, si t > 7, Y; = Y, puisque par ’hypothése,
T T
Y, =Y +/ £, Yo, Z,)dr — / Z.dW, = Y, £0.
ce qui termine la preuve. m

2.4 EDSR linéaires

Dans ce paragraphe nous étudions le cas particulier des EDSR linéaires

pour lesquelles nous allons donner une formule plus ol moins explicite.
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On se place dans le cas k = 1; Y est donc réel et Z est une matrice de taille 1 x d c’est a

dire un vecteur ligne de dimension d.

Proposition 2.4.1 Soit {(at, b;) }iepo.r) un processus & valeurs dans R x RY, progressive-
ment mesurable et borné. Soient {c;}iejo ) un élément de M?*(R) et & une variable aléatoire,

Fr—mesurable, de carré intégrable, a valeurs réelles.

L’EDSR linéaire
T

T
Y, =¢ +/ {a,Y, + Z.b, + ¢, }dr — / Z.dW,.,
t t
posséde une unique solution qui vérifie :
T
vt € [0, T, Y,=T,'E (QTT +/ chrdr|ft> ,
t
avec, pour tout t € [0, 7],
t 1 [t t
I', = exp {/ b,.dW, — —/ |bT|2 dr —i—/ ardr} )
0 2 Jo 0
Proof. Commencons par remarquer que le processus I' vérifie
drt = Ft(atdt + bthVt) ,FO = ]_

D’autre part, comme b est borné, I'inégalité de Doob montre que I' appartient & S2.
De plus, les hypothéses de cette proposition assure I'existence d’une unique solution (Y, Z)
a EDSR linéaire; il suffit de poser f(t,y,2) = ayy + 2b; + ¢; et de vérifier que (L) est

satisfaite. Y appartient a S? par la Proposition m
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La formule d’intégration par parties donne

dFtY; - Ftd}i + }ert + d(F, Y)t

= —FtCtdt + FtthWt + Ft)/tbtth,

ce qui montre que le processus I';Y; + fot ¢ I'.dr est une martingale locale qui est en fait

une martingale car ¢ € M? et I', Y sont dans S2. Par suite,

t t
FtY; + / Crrrdr =F (FTYT -+ / Crrrd7"|ft) ,
0 0

ce qui donne la formule annoncée. m
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Chapitre 3

conditions nécessaires et suflisantes

d’optimalité

3.1 Formulation du probléme et hypothéses

Soient 7" un réel strictement positif, (2, F, (F;):co,17, P) un espace probabilisé filtré satis-
faisant aux conditions habituells, W = (Wt)te[o,T] un mouvement brownien de dimension
r, et U un sous ensemble convexe et compact de R¥.

On suppose que (F)icpo,r) = 0(W(s), 0 < s <t) est la filtration naturelle du mouvement

brownien.

Définition 3.1.1 On appelle controle admissible tout processus v = (v(t)o<i<r) pProgres-

sivement mesurable & valeurs dans U de RY .

On note par U,y 'ensemble de tous les controles admissibles.
pour tout v € U,y on considére le probléeme du controle optimal gouvernés par 'EDSR
Linéaire

T T
Yy =&+ / {asys + bszs + csus} ds — / 2 dWs, (3.1)
t t
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ou ¢ est une variable aléatoire Fr mesurable telle que
BllE[] < oo,

Soient a, b et ¢ sont bornées et progressivement mesurables par rapport a la filtration F;.

Soit maintenant la fonction de cotit définit par

J(v) = Elg9(yo) +/0 h(t, yi, zt, ve)dt]; (3.2)

h:RExREX U — R

g:RE — R,

sont des fonctions mesurables donnée.
Le probléme de controle optimal est de minimiser le cotit J sur ’ensemble des controles

admissibles U,g.

Définition 3.1.2 Un controle admissible u est dit optimal si

J(u) = inf J(v). (3.3)

v€EU4q

Au cours de ce chapitre, on suppose que :
(A;) U C R est convexe et compact.
(As) h et g sont continues et convexes.
(As)  h et g sont continuement dérivables en leurs variables avec des dérivées continues

et bornées.
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3.2 Conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité

Dans ce paragraphe, nous donnons les conditions nécessaires ainsi que les conditions suf-
fisantes d’optimalité, sous ’hypothése de convexité du domaine de contrdle U, dans ce
cas, en utilisant la méthode de perturbation convexe du controle optimal. On pertube le

controle optimal u, de la maniére suivante
up = uy + (v — uy), veUy ou >0

On note ici que u° est un controle pertubé et (y5, 2§) la solution de 1’équation [3.1] controlée
par u’.

D’aprés I'optimalité de u

Ce qui implique

e—0¢g
i (=00~ )
= (J'(u),v —u).

3.2.1 Le principe d’optimisation convexe

Pour établir les conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité en utilisant le principe

d’optimisation convexe donner par le théoréme suivant

Théoréme 3.2.1 Soit E un espace de Banach réflixif, D est un sous-ensemble conveze,
fermé non vide de E et J est une fonction définie de D dans R, convexe, semi-continue

inférieurement et gateauz-différetiable de différentielle [J ', continu alors, on a

2* minimise J <= (J'(z*),z — 2*) > 0, Vx € D.
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Comme ’ensemble des controles U est convexe et .J est convexe en u, continu et Gateaux-
différentiable de différentielle J’ continu, on peut appliquer le principe d’optimisation

convexe pour obtenir
(v minimise J) <= (J'(u),v —u) >0 , Vv € Uy.

Commencgons par calcul la dérivée de Gateaux de J au point u et de direction (v — u),

nous avons la formule

(), 0 — ) = Elgy () (65 — o) (3.4)
L E / (Bt =2 ) ) — o) — halt, s ) (20 — 20t

T
+ E/ ha(t,yy's 2 ug) (v — uy)dt. (3.5)
0

Théoréme 3.2.2 ( conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité)
Soit u un controle admissible et (y*, 2*) la solution associé a u. Alors u est optimal
si et seulement s’il existe un unique processus adapté (Q, solution de l’équation suivante

(appelée équation adjointe)

dQy = Hy(t,yy, 20, v, QY)dt  +H,(t,y;, 2, v, Q7 )dW,

, (3.6)
Q= 9y(0),
tel que
H,(t,y), 20 v, QF) (v — uy) =0, Yo e U, P.p.s. (3.7)
Ou la fonction de Hamilton est définit comme suit
H(ta Yt, Zt, Qh Ut) = h(ta Yty 2t Ut) + <Qt7 Yy + tht + Ctvt>' (38)

Proof. On peut écrire comme suit
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dQy = {hy(t,yy 20, v) +aQ7ydt +{h.(t, 7, 2, v) + b, Q7 }dW,

Q% = 9(w).
Par la formule d’Ito, on a

d(Qiyy) = —(Qfawy; + Q) 2'b + Qi cruy)dt + Q2 dW, (3.9)
+ {yfhy(tv yz?a Z?a ut) + y;tuatQZ‘,L}dt
+ {y?hz(ta yrv ZZL, ut) + y?thzth}th

+ {Zzlhz(tv yf? 217;7 ut) + Zgth?}dtu
Par conséquent

T
E(Qut) = E(Qiyl) + E / (Qcrus — gy (b, gt 22 w) — 2o (6, g, 2 ug))dt, - (3.10)
0

Et puisque QY = g,(yy) et y¥ = &, alors devient
T
E(9y(y5)y0) = E(Q%{HE/ {QY evur =y hy (8 ' 2 w) = 2°ha (g 2 we) Yt (3.11)
0

par le méme argument nous obtenons

T
E(gy(yo)ye) = E(QTE) + E/ {Qtervy —yihy(tyy, 28 ue) — 20 ha(t, ) 24 we) Yt (3.12)
0
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De [3.12] [3.11] et [3.4], nous obtenons

T
<‘]l( U — u E/ (Qt CtUp — (t yt ) 2t 7ut) Z;th(t? y?a ZZL, ut))dt
0
T
—E | (Qpciur — y'hy(t,yy', 20 we) — 2 ha(t, vy, 2 we) )dit

’ﬂ

+E t yt7zt7ut)(y;) _yzzﬂ +hz(t7ytu?ztuvut)(zz) - Z?))dt

T

+ F ho(t,ys 2t ug) (v — wy))dt.

o\o\o

Par conséquent

T
(J'(w), 0 — ) /‘th = [ byt 2t - o)
0
- E/ ho(t,y, 2zt ue) (2 — z)dt
0
T
B [yl at w0 - o)+ ha(t gt ) G - )t
0

T
+E/fmmm4mmm—Wﬁ,
0

T
(J'(u),v — u) / Qf (v — uy)dt + E/ ho(t, s 25 ug ) (v — uyg)dt. (3.13)

D’autre part, de on a

T
/ H,(t,y', 2 ug, QF) (vp—uy )dt = / Qe vt—ut)dt—i-E/ ho(t, 41 21 ug ) (vg—uy ) dt,
(3.14)

et de 7?,[3.13 et [3.14] on obtient

T
(u minimise J) <= E/ H,(t,y, 2, Qf, up) (v — ug)dt > 0; Yo € U. (3.15)
0
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Cela implique que

EH,(t, vy, %' u, Q). (ve —up)] =2 0, dt — P.p.s

Maintenant, soit F' est élément arbitraire de o-algebre F;, et on pose que

Ty = Utlp + utlg_p.

Il n’est pas difficile de voir que 7 est un élément de U.

On appliquant 'inégalité ci-dessus avec 7, nous obtenons

ElpH,(t,y;, 2" u, QF) (v — wy)] = 0, VE € Gy.

Ce qui implique cela

E[Hu(tay;t, Z;Lvuta Q?)('Ut - ut)’f;t] > 0
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Annexe B : Abréviation

Les différentes abréviations et notations utilisées dans ce mémoire sont expliquées ces des-

sous
EDS Equations différentielles stochastiques.
EDSR Equations différentielles stochastiques rétrogrades.
(Q, F,p) Espace de probabilité.

(Q, F, (Fi)i>0,p) Espace de probabilité filtre.

R¢ Espace réel euclidien de dimension d.
Rxd Ensemble des matrices réelles d x d.

E Espérance par rapport a la probabilité p.
J(.) Fonction de cofit.

(F2)i=0 Filtration.

H(t,ys, 2, Qt,v;) Hamiltonien.

B(R%) La tribu borélienne sur R?.

o L’espace vectoriel formé des processus Y progressivement
mesurable & valeurs dans R*.

S? Le sous formé par les processus continus.

B2 L’espace de Banach.

(., Le produit scalaire dans R

sAt min(s, t)

Wi Mouvement brownien.

P—p.s Presque stirement pour la mesure de probabilité p.
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