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Notations et symbols

(
;F ; P ) : Espace de probabilité:

(
;F ; (Ft)t�0; P ) : Espace de probabilité �ltré.

Rk : Espace réel euclidien de dimension k.

Rk�d : Espace réel euclidien de dimension k � d.

E [X] : L�espérance de la variable aléatoire X par rapport à une probabilité P .

E [XnB] : L�espérance conditionnelle de X sachant B.

v:a:r : variable aléatoire rélle.

B(Rd) : tribu borélienne.

P � p:s : Est la notation presque sûrement pour la mesure de probabilité P .

Wt : Le mouvement brownien

EDSRs : Les équation di¤érentielle stochastique rétrograde.

sup : Désigne la superieur.

inf : Inférieur.

h:; :i : Pr oduit scalaire dans Rd:

k:k : Désigne la norme.

j:j : Désigne la valeur absolu.
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Introduction

Les equations di¤erentielles stochastiques retrogrades (notees EDSRs) ont été in-

troduites pour la première fois en 1973 par J. M. Bismut [4] dans le cas linéaire

lorsqu�il étudie l�équation adjointe associée au principe du maximum stochastique

en contrôle optimal. Cinq ans plus tard, (Bismut, 1978) prolonge sa théorie et

montre l�existence d�une solution unique bornée de l�EDSR de Riccati. Le premier

résultat dans le cas général a été publié en 1990 par S. Peng et E. Pardoux.

La notion d�equation di¤erentielle stochastique retrograde a été introduite par

Pardoux-Peng dans [8]. Il s�agit de trouver un processus adapté (Y:; Z:) tel que,

Yt = � +

Z T

t

f (s; Ys; Zs) ds�
Z T

t

ZsdWs,

ou W . est un mouvement brownien sur un espace de probabilité (
;F ; P ) et �

une variable aleatoire FT -mesurable (Ft)t�T est la �ltration naturelle de W .

Dans ce mémoire, on étudie le problème d�éxistence de contrôle optimal stochas-

tique, où le système est gouvernés par des équations di¤érentielles stochastique

rétrogrades linéaire de la forme suivante

Yt = � +

Z T

t

(asYs + Zsbs + csus)ds�
Z T

t

ZsdWs; (1)
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Introduction

Notre objective est de minimiser sur l�ensemble des contrôle admissible une fonc-

tion coût donneé par :

J(u) = E[g(Y0) +

Z T

0

h(t;Yt;Zt;ut)dt]: (2)

oú h : Rk � Rk�d � U ! R; et g : Rk ! R sont des fonctions données.

Le contrôle qui résout ce problème est dit optimal.

L�organisation de ce travial est comme suit

Le premier chapitre : Divisè deux parties :

part 1(Outils fondamentaux) : Dans cette partie, nous allons expliquer la théorie

du calcul stochastique, on va présenter une foule de défnitions, propositions et des

résultats de bases du calcul stochastique.

part 2 : Dans cette partie, nous avons présenté brièvement le résultat d�existence

et d�unicité de la solution d�une EDSR dont les coe¢ cients sont globalement

Lipschitziens.

La deuxième chapitre : Dans ce chapitre nous démontrons l�existence du contrôle

optimal pour les équations diférentielles stochastiques rétrogrades linéaires. On

suppose ici, que le domaine de contrôle est convexe ainsi que les fonctions h et g

(de fonction de coût) sont convexes.
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Chapitre 1

Calcul stochastique

L�objet de la théorie des processus stochastique (ou aléatoires) est l�étude des

phénomènes aléatoires dépendant du temps.

Le but de ce chapitre est consacré à donner des défnitions de base et des résultats

principaux. Pour plus de détails sur le calcul stochastique voir [1], [2], [3] et [10].

1.1 Généralités

Dé�nition 1.1.1 (Tribu) Une tribu ( �-algebra en Anglais ) sur 
 est une

famille de parties de 
, contenant l�ensemble vide, stable par passage au complé-

mentaire, union dénombrable et intersection dénombrable.

Un espace mesurable est un espace muni d�une tribu.

Dé�nition 1.1.2 (Probabilité) une probabilité P est une application P : F !

[0; 1] qui possède les deux propriétés suivantes :

� P (
) = 1 :

3



Chapitre 1. Calcul stochastique

� Si A1; A2; ::: 2 F sont disjoints, alors P
� 1S
i=1

Ai

�
=

1P
i=1

P (Ai) :

Dé�nition 1.1.3 (Espace de probabilité) Un espace probabilisable est un triple

(
;F ; P ) formé d�un ensemble 
, d�une tribu ou �-algèbre F sur 
 et la proba-

bilité P . L�ensemble 
 est appelé l�univers et les éléments de F sont appelés les

évènements .

Dé�nition 1.1.4 (Espace de probabilité complet) L�espace de probabilité (
;F ; P )

est dit complet si pour tout t � 0 et pour tout A � 
 négligeable, A est contenu

dans F .:

Dé�nition 1.1.5 (variable aléatoire) Une variable aléatoire X est une appli-

cation mesurable de (
;F) vers
�
Rd;B

�
Rd
��
:

On rappelle que X est mesurable si et seulement si, pour tout B 2 B
�
Rd
�
;

X�1 (B) = f!= X (!) 2 Bg :

et X�1 (B) 2 F ; B
�
Rd
�
désigne la tribu borélienne de Rd:

Dé�nition 1.1.6 (Processus stochastique) On appelle processus stochastique

sur un espace de probabilité (
;F ; P ) indexé par un ensemble de temps T � R

est une famille X = (Xt)t2T des variables aléatoires de (
;F ; P ).

Un processus dépend de deux paramètres :Xt(!) dépend de t (en général le temps)

et de l�aléatoire ! 2 
:

� Pour t 2 T �xé, ! 2 
 7! Xt(!) est une v:a sur l�espace de probabilité (
;F ; P ):

� Pour ! 2 
 �xé, t 2 T 7! Xt(!) est une fonction à valeurs réelles appelée

trajectoire du processus.

On peut dé�nir di¤érentes relations d�équivalence entre deux processus ainsi :

4



Chapitre 1. Calcul stochastique

Dé�nition 1.1.7 Les processus X et Y sur (
;F ; P ) sont des modi�cations l�un

de l�autre

8t � 0; Xt (!) = Yt (!) P � p:s:

Dé�nition 1.1.8 Les processus X et Y sur (
;F ; P ) sont indistinguables si et

seulement si

f!= 8t � 0; Xt (!) = Yt (!)g ;

est mesurable et a pour probabilité 1.

Dé�nition 1.1.9 (Filtration) Une �ltration (ou �ot d�information) (Ft)t2T est

une famille croissante de sous tribus de F i,e :

8s; t 2 T; s � t) Fs � Ft:

La famille croissante de sous tribus Gxt = �(Xs; s � t; s 2 T ) s�appelle la �ltration

naturelle de X c�est à dire la plus petite sous tribu de F qui rend mesurable toutes

les applications ! 7! Xs(!) pour tout s � t; s 2 T:

On dit alors que (
;F ; (Ft)t2T ; P ) est un espace probabilisé �ltré , alors que

l�espace probabilisé �ltré (
;F ; (Ft)t2T ; P ) complet si : pour tout t � 0 et pour

tout A � 
 négligeable, A est contenu dans F :

Dé�nition 1.1.10 (Processus adapté) Un processus stochastique (Xt)t2R+ est

(Ft)t2R+ �adapté si pour tout t 2 R
+, la variables aléatoires Xt est Ft�mesurable.

Dé�nition 1.1.11 (Processus progressivement mesurable) Un processus (Xt)t2R+

est dit progressivement mesurable si : 8T > 0 l�application Xt :
�
[0; T ] ; �[0;T ]

�
�

(
;F)!
�
Rd;B

�
Rd
��
est mesurable.
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Chapitre 1. Calcul stochastique

Dé�nition 1.1.12 Un processus X = (Xt; t � 0) est dit à variation �nie sur

[0; t] si :

sup
ti

X
i

��Xti+1 �Xti

�� <1:
Théoréme 1.1.1 (de Fubini) Soit f : E1 � E2 ! R une fonction mesurable.

Alors, pour tout x 2 E1, la fonction

y 2 E2 7!
Z
f (x; y) dm1(x)

est mesurable et

Z �Z
f(x; y)dm1(x)

�
dm2(y) =

Z �Z
f (x; y) dm2(y)

�
dm1(x):

1.1.1 Espérence conditionnelle

Dé�nition 1.1.13 Soit (
;F ; P ) et (Ft) une �ltration et G une sous-tribu de F

l�espérance conditionnelle de X sachant G est l�unique variable aléatoire E (XnG)

G�mesurable telle que

Z
A

E(XnG)dp =
Z
A

Xdp;8A 2 G:

Propriété 1.1.1 Soit X; Y de variable aléatoire appartenant à L2(
;F ; P ); soit

G une sous-tribu de F , on a alors :

1: Linéarité : soit a et b deux constantes :

E(aX + bY nG) = aE(XnG) + bE(Y nG):
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Chapitre 1. Calcul stochastique

2: Croissance : soit X et Y deux v.a telles que : X � Y alors

E(XnG) � E(Y nG):

3: Si X est G�mesurable alors :

E(XnG) = X:

4: Si Y est G�mesurable alors :

E(XY nG) = Y E(XnG):

5: Si X est indépendant de G alors :

E(XnG) = E(X):

1.1.2 Mouvement brownien

Dé�nition 1.1.14 Fixons un espace de probabilité (
;F ; P ). On dit qu�un pro-

cessus stochastique (Wt; t � 0) est un mouvement brownien (standard) si :

1: P (W0 = 0) = 1.

2: 8s � t; Wt �Ws est une variable réelle de loi gaussienne, centrée de variance

(t� s) i.e : Wt �Ws � N(0; t):

3: 8n; 8ti; 0 � t0 � t1 � ::: � tn; les variables (Wtn �Wtn�1 ; :::;Wt1 �Wt0 ;Wt0)

sont indépendantes.

4: En dehors d�un ensemble de probabilité nulle, les trajectoires t ! W (t) sont

7



Chapitre 1. Calcul stochastique

continues. Notons que (1) et (2) implique queWt = Wt�W0 suit la loi gaussienne

centrée de variancet dont la densité est :

f (X) =
1p
2�t

exp
�x2
2t :

Martingales

Dé�nition 1.1.15 Soit (
;F ; (Ft)t�0; P ) un espace de probabilité �ltré. Un pro-

cessus (Mt)t�0 est dit martingale (respectivement une sous martingale, sur mar-

tingale) si pour tout t � 0 :

1: Mt est Ft�mesurable:

2: Mt est intégrable (i:e : E jMtj <1).

3: 8t � s � 0; E(MtnFs) = Ms (respectivement E(MtnFs) � Ms; E(MtnFs) �

Ms).

Propriété 1.1.2 Soit Wt est un mouvement brownien, alors :

1: (Wt; t � 0) est une martingale.

2: fW 2
t � t; 0 � t <1g est une martingale.

Théoréme 1.1.2 (Bukholder-Davis-Gundy) Soit p 2 ]0; T [ : Il existe deux

constantes cp et Cp telle que, pour toute martingale continue M , nul en 0.

cpE
h
hM;Mi

p
2
1

i
� E

�
sup
t�0
jMtjp

�
� CpE

h
hM;Mi

p
2
T

i
:

En particulier, si T > 0;

cpE
h
hM;Mi

p
2
T

i
� E

�
sup
0�t�T

jMtjp
�
� CpE

h
hM;Mi

p
2
T

i
:
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Chapitre 1. Calcul stochastique

Théoréme 1.1.3 (Théorème de représentation des martingales) Soit (Ft)0�t�T

la �ltration naturelle du mouvement brownien standard (Wt)0�t�T ; soit M une

martingale continue de carré intégrable par rapport à (Ft)0�t�T : Alors il existe un

processus adapté H, tel que :

E(

Z T

0

H2
sds) <1;

et pour tout t 2 [0; T ]

Mt =M0 +

Z T

0

HsdWs P � p:s:

1.1.3 L�intégrale stochastique

On se donne un espace (
;F ; P ) et un mouvement brownien W sur cet espace,

on désigne par Ft = �(Ws; s � t) la �ltration naturelle du mouvement Brownien.

Dé�nition 1.1.16 On dé�nit l�intégrale stochastique (L�intégrale d�Itô) de la forme :

Z t

0

XsdWs

simultanément pour tous t 2 [0; T ] ; où (Xt)t�0 est processus stochastique et

(Wt)t�o est un mouvement Brownien.

Propriété 1.1.3 SoitX et Y des processus stochastiques etWt mouvement Brow-

nien, alors on a :

1: Linéarité :

Z t

0

(Xs + Ys)dWs =

Z t

0

XsdWs +

Z t

0

YsdWs et
Z t

0

(cXs)dWs = c

Z t

0

XsdWs:

9



Chapitre 1. Calcul stochastique

2: Si
R T
0
E(X2

t )dt < 1; alors pour tout

t � T : E(
Z t

0

XsdWs) = 0 et E((
Z t

0

XsdWs)
2) =

Z t

0

E(X2
s )ds:

De plus, le processus
nR t

0
XsdWs

o
t�0

est une martingale.

1.1.4 Processus d�Itô

Dé�nition 1.1.17 On appelle processus d�Itô, un processus X à valeurs réelles

tel que

80 � t � T Xt = X0 +

Z t

0

bsds+

Z t

0

�sdWs P � p:s;

où X0 est F0�mesurable; b et � sont deux processus progressivement mesurables

véri�ant les conditions

Z t

0

jbsj ds <1 et
Z t

0

k�sk2 ds <1:

Le coe¢ cient b est le drift ou la dérivée, � est le coe¢ cient de di¤usion.

Théoréme 1.1.4 (Formule d�Itô) Soit f une fonction dé�nie sur R+ � R de

classe C1 par rapport à t, de classe C2 par rapport à x, à dérivées bornées, on a

f (t; x) = f (0; X0) +

Z t

0

fx(s;Xs)dXs +

Z t

0

fs(s;Xs)ds+
1

2

Z t

0

fxx(s;Xs)�
2
sds:

Dé�nition 1.1.18 (L�intégration par parties) La formule d�intégration par par-

ties est donnée par

10



Chapitre 1. Calcul stochastique

X1
tX

2
t = x1x2 +

R t
0
X1
sdX

2
s +

R t
0
X2
sdX

1
s + �

R t
0
�1s�

2
sds;

d (X1X2)t = X1
t dX

2
t +X

2
t dX

1
t + d hX1; X2it :

1.2 Equations di¤érentielles stochastiques rétro-

grades

La théorie des équations di¤érentielles stochastiques rétrogrades (EDSRs en

abrégé) a connu un grand développement, grâce notamment à ses diverses ap-

plications dans plusieurs domaines. Formellement, les EDSRs sont des équations

di¤érentielles stochastiques où l�on se donne la condition terminale.

Dans cette partie, on va donner un petit aperçu sur les EDSRs.

On se donne (
;F ; P ) un espace de probabilité complet et W un mouvement

Brownien d-dimensionnel sur cet espace. On notera fFtgt�0 la �ltration naturelle

du mouvement Brownien W .

On note aussi :

M2(Rk�d) :=

8><>: Z : [0; T ]� 
 �! Rk�d;Z est progressivement mesurabe :

kZkM2 = E
R T
0
jZtj2 dt <1

9>=>; ;
S2(Rk) :=

8><>: Y : [0; T ]� 
 �! Rk;Y est progressivement mesurabe :

kY kS2 = E
�
sup0�t�T jYtj

2� <1
9>=>; ;

S2c (Rk) :=

8>>>><>>>>:
Y : [0; T ]� 
 �! Rk;Y est progressivement mesurabe :

kY kS2c = E
�
sup0�t�T jYtj

2� <1;
le sous espace formé par leprocessus continus:

9>>>>=>>>>; ;
où si Z 2 Rk�d; kZtk2 = trace(ZZ�): M2(Rk�d) désigne l�ensemble des classes

d�équivalence de M2(Rk�d). Rk et Rk�d seront souvent omis, les espace S2, S2c

et M2 sont des espaces de Banach pour les normes dé�nies précédemment. Nous

11



Chapitre 1. Calcul stochastique

désignerons B2 l�espace de Banach S2c (Rk)�M2(Rk�d):

Dé�nition 1.2.1 Equation di¤érentielle stochastique rétrograde est une équation

de la forme :

8><>: �dYt = f(t; Yt; Zt)dt� ZtdWt

YT = �
;8t 2 [0; T ] ;

ou se forme intégrale

Yt = � +

Z T

t

f (s; Ys; Zs) ds�
Z T

t

ZsdWs; t 2 [0; T ] : (1.1)

La fonction f s�appelle le générateur de l�EDSR.

a/ T : temps �nal.

b/ � : condition terminale (v:a FT�mesurable).

c/ (Y (t) ; Z (t)) : les inconnues adaptées.

Dé�nition 1.2.2 Une solution de l�EDSR (1.1) est un couple de processus f(Yt; Zt)g0�t�T
véri�ant :

1. Y et Z sont progressivement mesurables à valeurs respectivement dans Rk et

Rk�d:

2.
R T
0

�
jf (s; Ys; Zs)j+ kZsk2

	
ds <1; P � p:s.

3. On : Yt = � +
R T
t
f (s; Ys; Zs) ds�

R T
t
ZsdWs; 0 � t � T , P � p:s.

Remarque 1.2.1 1. Les intégrales de l�équation (1.1) sont bien dé�nies.

2. Le processus Y est progressivement mesurable, il est adapté et donc en particu-

lier Y0 est une quantité déterministe.

12



Chapitre 1. Calcul stochastique

Proposition 1.2.1 Supposons qu�il existe un processus fftg0�t�T , positif, appar-

tenant à M2 (R) et une constante positive � tels que :

8(t; y; z) 2 [0; T ]� Rk � Rk�d; jf(t; y; z)j � ft + �(jyj+ kZk):

Si f(Yt; Zt)g0�t�T est une solution de l�EDSR (1.1) telle que Z 2 M2; alors Y

appartient à S2c :

Lemme 1.2.1 Soient Y 2 S2
�
Rk
�
et Z 2M2(Rk�d): Alors

nR t
0
Ys:ZsdWs; t 2 [0; T ]

o
est une martingale uniformément intégrable.

Preuve. En appliquant l�inégalité B-D-G (1.1.2), il existe une constante positive

C telle que :

E

�
sup
0�t�T

����Z t

0

YsZsdWs

����� � CE
"�Z T

0

jYsj2 kZsk2 ds
� 1

2

#

� CE
"
sup
0�t�T

jYtj
�Z T

0

kZsk2 ds
� 1

2

#

et par suite en appliquant inégalité : ab � a2

2
+ b2

2
; on obtient :

E

�
sup
0�t�T

����Z t

0

YsZsdWs

����� � C 0�E � sup
0�t�T

jYtj2
�
+ E

�Z T

0

kZsk2 ds
��

et comme Y 2 S2
�
Rk
�
, Z 2M2

�
RK�d

�
; Alors :

E

�
sup
0�t�T

����Z t

0

YsZsdWs

����� <1:

13



Chapitre 1. Calcul stochastique

1.2.1 Le résultat d�existence et d�unicité

Ce résultat est dû à E-Paradoux et S.Peng [9].

Voici les hypothèses sous lesquelles nous travailler.

(L) : Il existe une constante � telles que P � p:s

A. condition de Lipschitz en (Y; Z) : pour tout t; Y; Y 0; Z; Z 0

jf (t; Y; Z)� f (t; Y 0; Z0)j � � (jY � Y 0j+ kZ � Z 0k) ;

B.condition d�intégrabilité :

E

�
j�j2 +

Z T

0

jf (s; 0; 0)j2 ds
�
<1:

Nous commençons par un cas trés simple, celui où f ne dépend ni de y ni de z

i.e. on se donne � de carré intégrable et un processus fFtg0�t�T dans M 2
�
Rk
�
et

on veut trouver une solution de l�EDSR

Yt = � +

Z T

t

Fsds�
Z T

t

ZsdWs; 0 � t � T: (1.2)

Lemme 1.2.2 Soient � 2 L2 (FT ) et fFtg0�t�T 2 M 2
�
Rk
�
: L�EDSR (1.2) pos-

sède une unique solution (Y; Z) telle que Z 2 M 2:

Preuve. Supposons dans un premier temps que (Y; Z) soit une solution véri�ant

Z 2 M 2:

Si on prend l�espérance conditionnelle sachant Ft;on a nécessairement ,

Yt = E

�
� +

Z T

t

Fsds j Ft
�
:

14



Chapitre 1. Calcul stochastique

On dé�nit donc Y à l�aide de la formule précédente et il reste à trouver Z. Remar-

quons que, d�aprés le théorème de Fubini (1.1.1), comme F est progressivement

mesurable,
R t
0
Fsds est un processus adapté à la �ltration fFtgt2[0;T ] ; en fait dans

S 2c puisque F est de carré intégrable. On a alors, pour tout t 2 [0; T ] ;

Yt = E

�
� +

Z T

0

Fsds j Ft
�
�
Z t

0

Fsds :=Mt �
Z t

0

Fsds:

M est une martingale brownienne ; via le théorème de représentation des mar-

tingales brownienne (1.1.3) on construit un processus Z appartenant à M 2 tel

que :

Yt =Mt �
Z t

0

Fsds =M0 +

Z t

0

ZsdWs �
Z t

0

Fsds:

On véri�e facilement que (Y; Z) ainsi construit est une solution de l�EDSR étudiée

puisque comme YT = �;

Yt � � =M0 +

Z t

0

ZsdWs �
Z t

0

Fsds�
�
M0 +

Z T

0

ZsdWs �
Z T

0

Fsds

�
=

Z T

t

Fsds�
Z T

t

ZsdWs:

L�unicité est évidente pour les solutions véri�ant Z 2 M 2:

Nous montrons à présent le théorème de Pardoux et Peng.

Théoréme 1.2.1 Sous l�hypothèse (L), l�EDSR (1.1) possède une unique solu-

tion (Y; Z) telle que Z 2 M 2:

Preuve. Nous utilisons un argument du point �xe dans l�espace de Banach B2 en

construisant une application 	 de B2 dans lui-même de sorte que (Y; Z) 2 B2 est

solution de l�EDSR (1.1) si et seulement si c�est un point �xe de 	:Pour (U; V )

15



Chapitre 1. Calcul stochastique

élément de B2, on dé�nit (Y; Z) = 	 (U; V ) comme étant la solution de l�EDSR :

Yt = � +

Z T

t

f (r; Ur; Vr) dr �
Z T

t

ZrdWr; 0 � t � T:

On remarqueque cette dernière EDSR possède une unique solution qui est dans

B2. En e¤et, posons Fs = f (s; Us; Vs). Ce processus appartient à M 2 puisque, f

étant Lipschitz,

j Fs j�j f (s; 0; 0) j +� j Us j +� k Vs k;

et ces trois derniers processus sont de carré intégrable. Par suite, nous pouvons

appliquer le Lemme (1.2.2) pour obtenir une unique solution (Y; Z) telle que

Z 2 M 2: (Y; Z) appartient à B2 : l�intégralité de Z est obtenue par construction

et, d�aprés la proposition (1.2.1), Y appartient à S 2c :

L�application 	 de B2 dans lui-même est donc bien dé�nie.

Soient (U; V ) et (U 0; V 0) deux éléments de B2 et (Y; Z) = 	 (U; V ) ; (Y 0; Z 0) =

	 (U 0; V 0) : Notons Y = Y � Y 0 et Z = Z � Z 0: On a YT = 0 et

dYt = �ff (t; Ut; Vt)� f (t; U 0t ; V 0t )g dt� ZtdWt:

On applique la formule d�Itô à e�t j Yt j2 pour obtenir :

d (e�t j Yt j2) = �e�t j Yt j2 dt� 2e�tYt: ff (t; Ut; Vt)� f (t; U 0t ; V 0t )g dt

+2e�tYt:ZtdWt + e
�t k Zt k2 dt:

16



Chapitre 1. Calcul stochastique

Par conséquent, intégrant entre t et T , on obtient :

e�t j Yt j2 +
R T
t
e�s k Zs k2 ds =

R T
t
e�s (�� j Ys j2 +2Ys

: ff (s; Us; Vs)� f (s; U 0s; V 0s )g) ds

�
R T
t
2e�sYs:ZsdWs;

et, comme f est Lipschitz, il vient, notant U et V pour U � U 0 et V � V 0

respectivement,

e�t j Yt j2 +
R T
t
e�s k Zs k2 ds �

R T
t
e�s (�� j Ys j2 +2� j Ys jj Us j

+2� j Ys j kVsk) ds

�
R T
t
2e�sYs:ZsdWs:

Pour tout " > 0, on a 2ab � a2="+ "b2; et donc, l�inégalité précédente donne

e�t j Yt j2 +
R T
t
e�s k Zs k2 ds �

R T
t
e�s(��2�2=") j Ys j2 ds

�
R T
t
2e�sYs:ZsdWs + "

R T
t
e�s (j Us j2

+ k Vs k2) ds;

et prenant � = 2�2=", on a, notant R" = "
R T
t
e�s (j Us j2 + k Vs k2) ds;

8t 2 [0; T ] ;

e�t j Yt j2 +
Z T

t

e�s k Zs k2 ds � R" � 2
Z T

t

e�sYs:ZsdWs: (1.3)

D�aprés le Lemme (1.2.1), la martingale locale
nR T

t
e�sYs:ZsdWs:

o
t2[0;T ]

en réalité

est une martingale nulle en 0 puisque Y; Y 0 appartiennent à M 2:

En particulier, prenant l�espérance - ce qui fait partir l�intégrale stochastique via
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Chapitre 1. Calcul stochastique

la remarque précédente, on obtient facilement, pour t = 0;

E

�Z T

0

e�s k Zs k2 ds
�
� E [R"] : (1.4)

Revenant à l�inégalité (1.3), les inégalités BDG (1.1.2) fournissent avec C uni-

verselle,

E

�
sup
0�t�T

e�t j Yt j2
�
� E [R"] + CE

�
(

Z T

0

e2�s j Ys j2k Zs k2 ds)
1
2

�
;

puis , comme ab � a2=2 + b2=2;

E

�
sup
0�t�T

e�t j Yt j2
�
� E [R"] + 1

2
E

�
sup
0�t�T

e�t j Yt j2
�

+C2

2
E
hR T
0
e�s k Zs k2 ds

i
Prenant en considération l�inégalité (1.4), on obtient �nalement

E

�
sup
0�t�T

e�t j Yt j2 +
Z T

0

e�s k Zs k2 ds
�
�
�
3 + C2

�
E [R"] ;

et par suite, revenant à la dé�nition de R";

E

�
sup
0�t�T

e�t j Yt j2 +
R T
0
e�s k Zs k2 ds

�
�
�
" (3 + C2) (1 _ T )E sup

0�t�T
e�t j Ut j2

E

�
sup
0�t�T

e�t j U j2 +
R T
0
e�s k Vs k2 ds

��

Prenons " tel que " (3 + C2) (1 _ T ) = 1=2; de sorte que l�application 	 est alors

une contraction stricte de B2 dans lui-même si on le munit de la norme

k (U; V ) k�= E
�
sup
0�t�T

e�t j Ut j2 +
Z T

0

e�s k Vs k2 ds
� 1
2

;
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qui en fait un espace de Banach - cette dernière norme étant équivalente à la

norme usuelle correspondant au cas � = 0:	 possède donc un unique point �xe,

ce qui assure l�existance et l�unicité d�une solution de l�EDSR (1.1) dans B2:

On obtient ensuite une unique solution véri�ant Z 2 M 2 puisque la proposition

(1.2.1) implique qu�un telle solution appartient à B2:

Remarque 1.2.2 A partir de maintenant et sans plus insister, l�expression ��la

solution de l�EDSR �� signi�era la solution de l�EDSR véri�ant Z 2 M 2:

Remarque 1.2.3 (Le rôle de Z) Nous allons voir que le rôle de Z, plus préci-

sément celui du terme
R T
t
ZsdWs est de rendre le processus Y adapté et que lorsque

ceci n�est pas nécessaire Z est nul.

1.2.2 EDSR linéaires

On s�intéresse au cas particulier où le générateur f est linéaire en y et z. Pour

simpli�er les notations, on considére le cas unidimensionnel m = 1 et on a donc

une EDSR de la forme :

�Yt = (atYt + Ztbt + ct)dt� ZsdWs;

YT = �;
(1.5)

où a; b sont des processus bornés progressifs à valeurs dans R et Rd et c est un

processus progressif de carré intégrable. Dans ce cas la solution de cette EDSR

peut être explicitée.

Proposition 1.2.2 La solution unique (Y; Z) de l�EDSR 1.5 est donnée par :

�tYt = E

�
�t� +

Z T

t

�scsds j Ft
�
; (1.6)

19



Chapitre 1. Calcul stochastique

où � est le processus adjoint (ou dual) donné par l�EDS

d�t = �t (atdt+ btdWt) ;�0 = 1:

Preuve. Par la formule d�Itô �a �tYt :

d (�tYt) = ��tctdt+ �t (Zt + Ytbt) dWt;

soit

�tYt +

Z t

0

�scsds = Y0+

Z t

0

�s (Zs + Ysbs) dWt: (1.7)

Comme a et b sont bornés, on a que E[supt j�tj2] < +1 et en notant b1 la borne

supérieure de b, on a :

E

"�Z t

0

�2s (Zs + Ysbs)
2 ds

� 1
2

#
� 1

2
E

�
sup
t
j�tj2 + 2

Z T

0

jZtj2 dt+ 2b21
Z T

0

jYtj2 dt
�
< +1:

Par l�inégalité de Burkholder-Davis-Gundy, ceci prouve que la martingale locale

dans 1.7 est une martingale uniformément intégrable. On en déduit que

�tYt+

Z t

0

�scsds = E

�
�tYt +

Z t

0

�scsds j Ft
�
= E

�
�t� +

Z t

0

�scsds j Ft
�
; (1.8)

ce qui donne l�expression 1.6 de Y . Notons que Z est donné par la représentation

d�Itô 1.7 de la martingale 1.8:

1.2.3 Rappels d�analyse

Dé�nition 1.2.3 (l�ensemble compact) Un ensemble A est compact si pour

tout suite d�élément de A on peut extraire une sous-suite convergente faiblement
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vers un élément de A.

Dé�nition 1.2.4 (L�ensemble convexe) Un ensemble A est dit convexe lorque

pour tout x et y de A, le segment [x; y]est inclu dans A, c�est -à-dire

8x; y �A;8��[0; 1] ;�x+ (1� �) y �A:

Dé�nition 1.2.5 (Fonction convexe) On dit qu�une fonction f défnie sur un

ensemble convexe non vide A et à valeurs dans R est convexe si et seulement si

8x; y�A;8��[0; 1] ; f (�x+ (1� �) y) � �f (x) + (1� �)f (y) :

De plus, la fonction f est dite strictement convexe si l�inégalité est stricte lorsque

x 6= y et ��]0; 1[.

Lemme 1.2.3 (Inégalité de Hölder) Soit X et Y deux v.a. Si X 2 Lp; Y 2 Lq

avec 1
p
+ 1

q
= 1; alors :

E [jXY j] � kXkp kY kq :

Théoréme 1.2.2 (Théorème de Mazur) Si xn converge faiblement vers x alors

il existe une suite de combinaisons convexes cntelle que

cn =
X
i�0
�inx

i; ou �i � 0 et
X
i�0
�i = 1:

qui converge fortement vers x :

kcn � xk �! 0; commen �!1:

Dé�nition 1.2.6 (l�inégalité de Young) Soient a et b deux réels positifs, et p
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et q des réels strictement positifs véri�ant : 1
p
+ 1

q
= 1.

Alors on a

ab � ap

p
+
bq

q
:

Un cas simple (relativement fréquent) de l�inégalité de Young est l�inégalité avec

des exposants 2 :

ab � a2

2
+
b2

2
:

qui donne également l�inégalité de Young avec " (valide pour tout " > 0) :

ab � a2

2"
+
"b2

2
:
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Chapitre 2

Existence du contrôle optimal

pour les EDSRs linéaires

L�existence du contrôle optimal pour les EDSRs linéaires a été étudié par K.

Bahlali, B. Gherbal, B. Mezerdi [7].

2.1 Préliminaires

Soit (Wt)0�t�Tun mouvement Brownien de dimension r défnie sur un espace pro-

babilisé complet (
;F ; P ) , Soit (Ft)
0�t�T

la �ltration naturelle de (Wt) telle que

F0 contienne tous les ensembles P -nuls de F , soit � est une variable aléatoire

FT -mesurable de carré integrable, soit at; bt; ct des processus progressivement me-

surable bornès avec des valeurs dans R;Rk et R, respictivement.

On considére le problème de contrôle optimal gouvernés par l�EDSRs linéaire

Yt = � +

Z T

t

(asYs + Zsbs + csus)ds�
Z T

t

ZsdWs : (2.1)
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Dé�nition 2.1.1 Un contrôle admissible u est un processus de carré intégrable,

progressivement mesurable à valeurs dans U � Rk.

On note Uad l�ensemble des contrôles admissibles.

Notre problème est de choisir un contrôle admissible qui minimise la fonction de

coût

J(u) = E[g(Y0) +

Z T

0

h(t;Yt;Zt;ut)dt]; (2.2)

oú h : Rk � Rk�d � U ! R; et g : Rk ! R sont des fonctions données.

Le contrôle qui résout ce problème est dit optimal.

A�n de résoudre le problème ci-dessus, nous considérons les hypothèses suivantes.

(A1) l�ensemble U � Rkest convex et compact .

(A2) h et g sont continues et convexes.

Laisse

L2F(0; T ;Rk) :=
n
f(t; w) Ft � adapté tel que : kfk2T = E

R T
0
f(t; w)2dt <1

o
:

Uad =
�
u � L2F(Rd);ut�U 8t � [0; T ] ; p� a:s

	
avec U � RK :

Remarque 2.1.1 Notons que nous avons une contrainte supplémentaire selon

laquelle un contrôle doit être carré intégrable juste pour assurer l�existence de so-

lutions de 2.1 par u: Si U est borné. cette restriction est alors satisfaite automa-

tiquement. Lorsque (A1) et (A2) sont supposés. Alors notre problème de contrôle

est généralement appelé un problème de contrôle optimal linéaire-convexe stochas-

tique, puisque le système contrôlé est linéaire et la fonctionnelle de coût est convexe

.
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2.2 Existence d�un contrôle optimal

Le résultat principal de cette section est donné par le théorème suivant.

Théoréme 2.2.1 Supposons que (A1) et (A2)sont valides. Alors il existe un pro-

cessus Ft-adapté
�
�Yt; �Zt; �ut

�
tels que :

(i)
�
�Yt; �Zt

�
est la solution unique de l�EDSR 2.1 .

(ii) �ut minimise J .

Pour prouver le théorème nous avons besoin d�un lemme.

la solution unique de l�equastion 2.1 est donnée sur [0; T ] par :

Yt = �
�1
t E

�
��T +

Z T

t

us�sds j Ft
�
; (2.3)

�t = exp

�Z t

0

bsdWs �
1

2

Z t

0

b2sds+

Z t

0

a2sds

�
:

Soit (Y j; Zj; uj) une suite minimisante
�
i:e tell que lim

j!1
J(uj) = inf

u �Uad
J(u) as j !1

�
Puisque U est un ensemble compact, il existe une constante positive k avec

E

Z T

0

��uji ��2 dt < k 8j � 0:

Ainsi,il existe une sous-suite (notée par uj) telle que

uj �! �u faiblement dans L2F
�
0; T ;Rk

�
:
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D�après le théorème de Mazur, il existe une suite de combinaisons convexes

~uj =
X
i �0
�iju

i+j avec �ij � 0 et
X
i �0
�ij = 1;

tell que

uj �! �u fortement dans L2F
�
0; T ;Rk

�
: (2.4)

L�ensemble U � Rk est convexe et compact, alors �u�Uad

Théoréme 2.2.2 Soit
�
~Y j; ~Zj; ~uj

�
l�a solution uniqe de l�EDSR

~Y jt = � +

Z T

t

(as ~Ys + ~Zsbs + cs~us)ds�
Z T

t

~ZsdWs; (2.5)

avec
�
�Yt; �Zt; �ut

�
la solution unique de l�EDSR

�Yt = � +

Z T

t

(as �Ys + �Zsbs + cs�us)ds�
Z T

t

�ZtdWs; (2.6)

alors

~Y jt �! �Yt fortement dans CF
�
0; T ;Rk

�
(2.7)

et Z T

t

~ZjsdWs �!
Z T

t

�ZsdWs fortement dans L2F
�
0; T ;Rk

�
; (2.8)

Preuve. preuve de 2.7 nous avons
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E
hR T
0
�2tdt

i
= E

hR T
0
exp

nR t
0
2bsdWs � 1

2

R t
0
2b2sds+

R t
0
2a2sds

o
dt
i

= E
hR T
0
exp

nR t
0
2bsdWs � 1

2

R t
0
4b2sds+

1
2

R t
0
2b2sds+

R t
0
2a2sds

o
dt
i

= E
hR T
0
exp

nR t
0
2bsdWs � 1

2

R t
0
4b2sds

o
: exp

n
1
2

R t
0
2b2sds+

R t
0
2a2sds

o
dt
i
:

Soit

M := sup
t;w
jat (W )j et k := sup

t;w
jbt (W )j ;

puisque exp
nR t

0
2bsdWs � 1

2

R t
0
4b2sds

o
est une martingale de moyenne 1, il n�est

pas di¢ cile pour voir ça :

E
hR T
0
�2tdt

i
� E

hR T
0
exp

nR t
0
2bsdWs � 1

2

R t
0
2b2sds

o
: exp fMt+ 2ktg dt

i
� exp fMT + 2kTg :E

hR T
0
exp

nR t
0
2bsdWs � 1

2

R t
0
2b2sds

o
dt
i

= exp fMT + 2kTg : (2.9)

D�autre part,d�apés l�inigalite de Holder et puisque ct, est borné, il existe une

constante positive k0 avec

E

�Z T

0

jctj :
��~ujt � �ut���tdt� � E �Z T

0

jctj2 :
��~ujt � �ut��2� 12 :E �Z T

0

�2tdt

� 1
2

� �k [exp fMT + 2kTg]
1
2 = �k

�
exp

�
1

2
MT + kT

��
<1,

ce qui implique que

Z T

0

ct:~u
j
t :�tdt �!

Z T

0

ct:�ut:�tdt fortement dans L1F
�
0; T ;Rk

�
:

ainsi

E

�Z T

t

cs:~u
j
s:�sdt j Ft

�
�! E

�Z T

t

cs:�ut:�sdt j Ft
�
fortement dans L1F

�
0; T ;Rk

�
:
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Depuis

~Y jt = �
�1
t E

�
��T +

Z T

t

cs:~u
j
s:�sds j Ft

�
;

et

�Yt = �
�1
t E

�
��T +

Z T

t

cs:�us:�sds j Ft
�
;

on en deduit que

~Y jt �! �Yt fortement dans CF
�
0; T ;Rk

�
:

Preuve de 2.8.

~Y nt = � +

Z T

0

(as ~Y
j
s + bs

~Zjs + cs~u
n
s )ds�

Z T

t

~ZjsdWs;

et

�Yt = � +

Z T

0

(as �Ys + bs �Zs + cs�us)ds�
Z T

t

�ZsdWs;

on en deduit que

�
~Y jt � �Yt

�
=

Z T

t

(as

�
~Y js � �Ys

�
+bs

�
~Zjs � �Zs

�
+cs

�
~ujs � �us

�
)ds�

Z T

t

�
~Zjs � �Zs

�
dWs;

d
�
~Y jt � �Yt

�
= �

h
at

�
~Y jt � �Yt

�
+ bt

�
~Zjt � �Zs

�
+ ct

�
~ujt � �ut

�i
dt+

�
~Zjt � �Zt

�
dWt:

On appliquent la formule d�Itô à
��� ~Y jt � Yt���2 ; on obtient

d
��� ~Y jt � �Yt

���2 = 2 ��� ~Y jt � �Yt

��� d ��� ~Y jt � �Yt

���+ D ~Y jt � �Yt; ~Y
j
t � �Yt

E
;
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d
��� ~Y jt � �Yt

���2 = 2 ��� ~Y jt � �Yt

��� : h�at � ~Y jt � �Yt

�
� bt

�
~Zjt � �Zt

�
� ct

�
~ujt � �ut

�i
dt

+ 2
��� ~Y jt � �Yt

��� ��� ~Zjt � �Zt

��� dWt +
 ~Zjt � �Zt

2 dt;
passant à l�integrale , on a

��� ~Y nt � �Yt

���2 = 2Z T

t

D
~Y js � �Ys; as

�
~Y js � �Ys

�
+ bs

�
~Zjs � �Zs

�
+ cs

�
~uj � �us

�
;
�
~Y js � �Ys

�E
ds

� 2
Z T

t

D
~Y js � �Ys; ~Z

j
s � �Zs

E
dWs �

Z T

t

 ~Zjs � �Zs

2 ds;
donc

��� ~Y jt � �Yt

���2 + R Tt  ~Zjs � �Zs

2 ds
= 2

R T
t

D
~Y js � �Ys; as

�
~Y js � �Ys

�
+
�
~Zjs � �Zs

�
bs + cs (~u

j � �us)
E
ds

+2
R T
t

D
~Y js � �Ys; ~Z

j
s � �Zs

E
dWs;

comme ~Y j; �Y sont dans S2, et ~Zj; �Z sont dans M2;

Z T

t

D
~Y jt � �Yt; ~Z

j
s � �Zs

E
dWs;

une martingale de carré intégrable nulle en 0. Ainsi, prendre des espérances permet

de montrer que

E

�R T
0

 ~Zjs � �Zs

2 ds� � 2E

�R T
0
jasj

��� ~Y js � �Ys

���2 ds
+
R T
0
jbsj
��� ~Y js � �Ys

��� : ~Zjs � �Zs

 ds
+
R T
0
jcsj
��� ~Y js � �Ys

��� : j~uj � �usj dsi
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Puisque at; bt; ct sont bornés, alors une application de l�inégalité de Young montre

que

E

�Z T

0

 ~Zjs � �Zs

2 ds� � 2ME �Z T

0

��� ~Y js � �Ys

���2 ds�
+ kE

�Z T

0

�
1

�2

��� ~Y js � �Ys

���2 + �2  ~Zjs � �Zs

2� ds�
+ E

�Z T

0

��� ~Y js � �Ys

���2 ds+ Z T

0

��~ujs � �us��2 ds� :
Choissez � = 1p

2k
pour obtenir

1

2
E

�Z T

0

 ~Zjs � �Zs

2 ds� � �2M + 2k2 + 
�
E

�Z T

0

��� ~Y js � �Ys

���2 ds�+E �Z T

0

��~ujs � �us��2 ds� ;
puisque les suits

�
~Y j
�
et (~uj) sont convergentes , on considere que

E

�Z T

0

 ~Zjs � �Zs

2 ds� � 2 �2M + 2k2 + 
�
E

�Z T

0

��� ~Y js � �Ys

���2 ds�
+2E

�Z T

0

��~ujs � �us��2 ds� �! 0 comme j �!1:

Ainsi
�
~Zj
�
j
est une suit de cauchy dans M2

�
RK
�
et donc il existe un processus

progreressivement �Z mesurable tel que :

E

�Z T

0

 ~Zjs � �Zs

2 ds� �! 0 comme j �!1;

ce qui implique que

Z T

0

~ZjsdWs �!
Z T

0

�ZsdWs fortement dans L2F
�
0; T ;Rk

�
:
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Donc il rest minimiserJ(u) dans UadSupposons que (A1) et (A2) soient vraies et

posons

l = inf
u�Uad

J (u) :

Soit (Y j; Zj; uj) tel que

l = lim
j!1

J
�
uj
�
= lim

j!1
E

�
g
�
yj0
�
+

Z T

0

h
�
t; Y jt ; Z

j
t ; u

j
t

�
dt

�
:

Nous avons

J (�u) = E
h
g (�y0) +

R T
0
h
�
t; �Yt; �Zt; �ut

�
dt
i

= E

�
g

�
lim
j!1

~Y j0

�
+
R T
0
h

�
t; lim

j!1

~Y jt ; lim
j!1

~Zjt ; lim
j!1

~ujt

�
dt

�
:

Comme g et h sont continues, il s�ensuit que :

J (�u) = lim
j!1

J
�
~uj
�

= lim
j!1

E

�
g
�
~Y j0

�
+

Z T

0

h
�
t; ~Y jt ; ~Z

j
t ; ~u

j
t

�
dt

�

= lim
j!1

E

"X
i�0
g
�
�ijY

i+j
0

�
+

Z T

0

h

 
t;
X
i�0
�ijY

i+j
t ;

X
i�0
�ijZ

i+j
t ;

X
i�0
�iju

i+j
t

!
dt

#
:

Comme g et h sont convex, il s�ensuit que

J (�u) � lim
j!1

X
i�0
�ijE

�
g
�
Y i+j0

�
+

Z T

0

h
�
t; Y i+jt ; Zi+jt ; ui+jt

�
dt

�

= lim
j!1

X
i�0
�ijj

�
ui+j

�
= lim

j!1

X
i�0
�ijmax

1�i�n
j
�
ui+j

�
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= lim
j!1

max
1�i�n

j
�
ui+j

� X
�0
�ij

= lim
j!1

j
�
ui+�(j)

�
= inf

u�Uad
J (u) :

En consequence

J (�u) � inf
u�Uad

J (u) :
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Conclusion

Dans ce modeste travail, on a démontrer l�existence du contrôle optimal pour les

équations di¤érentielles stochastiques rétrogrades linéaires où la fonction de coût

non linéaire. La méthode de démonstration est basée sur le fait que l�ensemble

des contrôles est convexe et compact et la fonction de coût est convexe ainsi que

le théorème de Mazur.
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