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I Résumé en anglais

This work is divided in two essencial parts : The first is the resolution of
two-phase Stefan inverse problem where the displacement interface is unk-
nown. We apply two methods :The hybrid one which combine the homotopy
perturbation method with the improved Adomian one. the second one is the
homotmpy analysis méthod.With both methods, we got to an optimization
problem.

In the second part, we are interested in the interior point method which
solves the problem of linear programming. Indeed, the calculation cost of the
displacement step plays an important role in the behavior of the algorithm.
In this sense, we propose in this thesis an approach in which, we introduce
an original procedure for the computation of the displacement step based
on the minor functions : We obtain an explicit approximation leading to a
significant reduction of in calculation cost, moreover it is economical and
robust, unlike Karmarkar’s methods.

The numerical experiments we have carried out are encouraging and high-

light the performance of our approach.

Keywords : Decompositional method, homotopy analysis method, homo-



Abstract

topy perturbation method, improved Adomian method, interior point me-
thod, Karmarkar method, linear programming, minorante function, Stefan

inverse problem.
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I Résumé en francais

Le travail que nous présentons dans cette theése est divisé en deux parties
essentielles : La premiére est la résolution par les méthodes décompositio-
nelles du probléme inverse de Stefan a deux phases ot I'interface de déplace-
ment est inconnue. Deux approches sont appliquées : Une méthode hybride
combinant la méthode de perturbation d’homotopie et la méthode d’Ado-
mian améliorée, la seconde est une méthode analytique d’homotopie. Pour
les deux méthodes nous aboutissons a un probléme d’optimisation.

Dans la deuxiéme partie, nous nous intéressons en particulier aux perfor-
mances d'une méthode de points intérieurs qui résout le probléme de pro-
grammation linéaire. En effet, le calcul économique du pas de déplacement
joue un roéle important dans le comportement des algorithmes. Dans cette
optique, Nous proposons dans cette thése une approche dans laquelle, nous
introduisons une procédure originale pour le calcul du pas de déplacement
basée sur les fonctions minorantes, et qui nous permet d’obtenir une approxi-
mation explicite entrainant une décroissance signifiante de I'objectif. De plus,
cette approche est économique et robuste, contrairement aux méthodes de

Karmarkar.

vil



Résumé

Mots clés : Fonction minorante, méthode analytique d’homotopie, méthodes
décompositionelles, méthode d’Adomian améliorée, méthode de Karmarkar,
méthode de perturbation d’homotopie, méthode de points intérieurs, pro-

bléme inverse de Stefan, programmation Linéaire.
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Acronymes

Acronymes
Abréviation Signification
ADM Méthode d’Adomian
HAM Méthode analytique d’homotopie
HPM Méthode de perturbation d’homotopie

IADM Méthode d’Adomian améliorée
PM Programmation mathématique
PL Programmation linéaire

MSDYCG  Méthode du gradient conjugué spectral modifiée de type Dai-Yuan



I Introduction générale

es phénomenes de changement de phase sont fréquemment présents dans
Lles processus naturels et dans un grand nombre d’applications indus-
trielles tels que le traitement des matériaux, la croissance des cristaux, le
stockage de I’énergie, la production et le stockage de la glace, la conservation
et la congélation des aliments.

Ces phénoménes se caractérisent par I'apparition d’une interface mobile
qui sépare les deux phases (liquide et solide). On les appelle problémes a
frontiére libre. Ces derniers possédent une frontiére mobile au cours du temps
qui est connue ou bien & déterminer.

En 1889, Josef Stefan [1835 — 1893] étudia pour la premiére fois ce pro-
bléme désigné également par le probléme & frontiéres libres ou mobiles. De-
puis, il s’est connu sous le nom du probléme de Stefan. Sa modélisation se
fait par un processus mathématique a changement de phase, comme la soli-
dification des métaux, la congélation du sol et de I'eau, la fonte de la glace,
la croissance des cristaux, etc., dans lequel la chaleur de transition de phase
est émise ou absorbée.

Il y a deux types de probléme de Stefan. Le premier est le probléme de

Stefan direct qui consiste a trouver la distribution de température dans le
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domaine et la position de 'interface mobile [17, 1984], [65, 1980]. Alors que
le deuxiéme est le probléme de Stefan inverse basant sur la reconstruction de
la fonction qui décrit la distribution de la température a la frontiére, lorsque
la position des interfaces mobiles est connue. Ce type de probléme devient un
probléme de conception inverse. (Les conditions d’existence et d’unicité de
la solution & ces deux types de probléme se trouvent dans la référence .[30,
1997]).

De nombreuses recherches se sont concentrées sur la résolution des pro-
blemes de Stefan [34, 2000]. Grzymkowski et Slota [32, 2005], [33, 2006]
ont appliqué la méthode de décomposition d’Adomien (ADM) combinée a
'optimisation pour le cas direct et inverse monophasé [71, 2010], [41, 2015].
E. Hetmaniok et al. [39, 2011] ont utilisé la méthode de décomposition
d’Adomien (ADM) et la méthode d’itération variationnelle pour les pro-
blémes de Stefan avec limites de déplacement en une phase. Les recherches
sur les problémes de Stefan a deux phases sont beaucoup plus rares. Slota
[72, 2011] a appliqué la méthode de perturbation de ’homotopie (HPM)
pour résoudre le probléme inverse de Stefan & deux phases. E. Hetmaniok et
al. [38, 2010] ont résolu le probléme de Stefan inverse a deux phases par
la méthode analytique d’homotopie. Cependant, dans leur formulation, les
problémes de Stefan inverses a deux phases peuvent étre résolus si la position
de l'interface mobile est connue. Cependant, dans le cas ol la position de 'in-
terface mobile est inconnue ou dans le cas ot aucune condition aux limites de
température ou de flux de chaleur n’est spécifiée sur une partie de la frontiére,
le probléme de Stefan inverse & deux phases est trés intéressant. En effet, il
devient proche du probléme qui se produit dans la coulée continue. Yang
Yu et all. [78, 2015] se sont concentrés sur la résolution du probléme par

une méthode hybride avec optimisation qui combine la méthode de pertur-
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bation de I'homotopie (HPM) avec la méthode de décomposition d’Adomien
améliorée (IADM).

Notre travail est divisé en deux parties :

Dans la premiére partie, nous résolvons le probléme inverse de Stefan
a deux phases lorsque la position de l'interface mobile est inconnue, nous
appliquons les deux méthodes suivantes :

1) La méthode hybride avec optimisation qui combine la méthode de per-
turbation de ’homotopie (HPM) avec la méthode de décomposition d’Ado-
mien améliorée (IADM) dans un espace de dimension infinie.

2) La méthode analytique d’homotopie avec optimisation qui joue un role
trés important. En effet, nous avons utilisé la méthode du gradient conju-
gué modifiée & cause de sa convergence bien connue. Nous a donné de bons
résultats qu’on a publiés dans notre premier article édité par la revue inter-
nationale " Indian Journal of Mathematics " [50, 2020].

Dans la deuxiéme partie intitulée " Méthode barriére logarithmique via
les fonctions minorantes " nous avons donné une nouvelle approche de la mé-
thode projective de type Karmarkar en programmation linéaire. L’objectif
de cette méthode est de remédier la difficulté de 'opération la plus cotiteuse,
dans les méthodes projectives de type Karmarkar, qui est le calcul de la pro-
jection.et réduire le cotit d’itérations. Ainsi, nous proposons dans cette partie
une approche pour laquelle, on introduit une procédure originale pour trouver
la solution optimale (le calcul du pas de déplacement) basée sur les fonctions
minorantes, et ceci en s’inspirant des travaux de A. Leulmi et al. [48, 2018]
en programmation semi-définie linéaire, les résultats obtenus ont été publiés
dans notre deuxiéme article dans la revue " East Asian Mathematical Journal
" [51, 2019].

Le contenu de la thése est organisé comme suit :
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Nous débutons avec une introduction générale présentant les objectifs
ainsi que le plan sommaire de la thése. Le manuscrit s’achéve par une conclu-
sion générale et une liste de références établie & I'issue d’une recherche bi-
bliographique.

Deux parties suivront l'introduction générale. La premiére se compose
de deux chapitres : Le premier est consacré a la présentation des méthodes
de décomposition, notamment, la méthode d’Adomian améliorée, la méthode
analytique d’Homotopie et la méthode d’Homotopie perturbée. L’application
des méthodes précédentes pour la résolution du probléme inverse de Stefan
a deux phases d’interface inconnue est présentée dans le deuxiéme chapitre.

La deuxiéme partie de la theése contient les deux chapitres qui suivent :

Le troisiéme chapitre donne un bref rappel sur ’analyse convexe ainsi que
l’optimisation. Les propriétés fondamentales de la programmation linéaire y
sont présentées ainsi avec un apercu sur la méthode projective de Karmarkar
considérée comme exemple de référence des méthodes de points intérieurs et
qui servira d’appui pédagogique dans tout le contenu de la thése.

Au quatriéme chapitre, on propose une procédure originale basée sur I'idée
des fonctions minorantes pour le calcul du pas de déplacement. Nous avons
présenté a la fin de ce chapitre des tests numériques d’ordre comparatif entre
notre approche (fonction minorante) afin de confirmer les propos théoriques.

Notre étude ouvre la voie & des perspectives intéressantes pour la géné-

ralisation de ’algorithme & d’autres classes de problémes.




Premiére partie

Résolution du probléme inverse

de Stefan a deux phases



CHAPITRE 1

Méthode Décompositionnelle

Sommaire

1.1 Concepts de base de la théorie décompositionnelle 7

1.2 Convergence des schémas décompositionnels . . 9
1.3 Schéma décompositionnel de base ... ... .. 10
1.4 Présentation de la méthode décompositionnelle 11
1.5 Méthode d’Adomian. . . ... .. ... ...... 13
1.6 Meéthode d’Adomian améliorée . ... ... ... 16
1.7 Meéthode analytique d’homotopie . . . . . . . .. 17
1.8 Meéthode de perturbation d’homotopie ... .. 21

I a méthode décompositionnelle d’Adomian permet de résoudre des pro-
blémes fonctionnels de différents types : équations algébriques, différen-
tielles, intégrales, intégro différentielles et aux dérivées partielles. La méthode

s’adapte aussi bien aux problémes linéaires qu’aux problémes non linéaires.



Chapitre 1. Méthode Décompositionnelle

1.1 Concepts de base de la théorie décompo-
sitionnelle

Dans cette section, nous allons donner les notions fondamentales qui per-
mettent de définir la méthode décompositionnelle et de solutionner tous types
d’équations.

Soit E un espace de Banach.

Définition 1.1 (Série décompositionnelle) On appelle série décomposition-
nelle toute série de fonctions Y Cy, ot chaque Cy, est une fonction de (k + 1)

variables de F : Xy, ..., X}, a valeurs dans E.

Définition 1.2 (Convergence faible des séries décompositionnelles) Une
série décompositionnelle est dite faiblement convergente si pour toute série
convergente Y u, d’éléments de F, la série Y Cx(uo,...,uy) d’éléments de

E converge.

Définition 1.3 (Somme d’une série décompositionnelle convergente) La
somme S d’une série décompositionnelle convergente est une application de

[’ensemble des séries convergentes d’éléments de FE dans E :

S (Zun> = iCk(uo, ey Up)-
k=0

Définition 1.4 (Convergence forte des séries décompositionnelles) On ap-
pelle série décompositionnelle fortement convergente toute série décomposion-
nelle faiblement convergente dont la valeur de la somme ne dépend que de la
somme de la série considérée, c’est-a-dire telle que :

(=) = (5(Z ) = ()

n=0




Chapitre 1. Méthode Décompositionnelle

Théoréme 1.1 [27] L’ensemble des séries décompositionnelles fortement

convergentes posséde une structure d’espace vectoriel.

Proposition 1.1 [27](Opérateur de E défini par une série décomposition-
nelle fortement convergente) On peut définir, o partir de la somme S d’une
série décompositionnelle fortement convergente, un opérateur S* dans E que

l’on peut confondre avec S.

Justification : Soit S la somme d’une série décompositionnelle fortement
convergente. Alors, pour tout élément u de F, on peut définir S* (w) par
S (D" w;) avec Y u; série quelconque d’éléments de E ayant u pour somme.
Comme série convergente de ce type, on peut prendre celle se réduisant & un

seul terme égal & u. On a donc S* (w) = S (w) .

Définition 1.5 (Schéma décompositionnel) Soit une série décomposition-
nelle fortement convergente > Cy(Xo, ..., Xx). On appelle schéma décompo-

sitionnel associé a Y Cy schéma récurrent :

UUZO,

Uni1 = Cp (ug, ..., tty), Yn €N,
qui permet de construire une série Y u, d’éléments de E.
Définition 1.6 (Méthode décompositionnelle) On appelle méthode décom-

positionnelle la méthode consistant a construire la solution d’une équation o

l'arde d’un schéma décompositionnel quelconque.




Chapitre 1. Méthode Décompositionnelle

1.2 Convergence des schémas décomposition-

nels

Soit > Ci(Xo, ..., Xj) une série décompositionnelle quelconque fortement
convergente vers S. L. Gabet prouve que la série ) u,, définie par le schéma
décompositionnel associé » © C}, c’est-a-~dire :

(
UOZO

u; = Cp (Uo)

ug = C} (an U1)

| Un+1 = Ch (Ug, ooy Uy)

soit convergente et sa limite est une solution de I’équation u = S(u) (en

confondant S et S*).

Théoréme 1.2 [27] (Convergence des schémas décompositionnels) Le schéma
décompositionnel, associé a une série décompositionnelle fortement conver-
gente de somme S, converge vers U vérifiant U = S(U), lorsque S est

contractant.

Notons au passage que :

Proposition 1.2 [27]Les termes d’une série décompositionnelle convergente

vérifient toujours les égalités de Cherruault :
Unpt1 = Sn(Un) - Sn—l (Un—l) .
Preuve. On a en effet :

Up+1 = Un+1 - Un - Sn(Un) - Sn—l (Un—l) .
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Ces relations constituent une extension de la définition des By, (les S,, rem-
placent S). m

D’aprés ce qui précede, pour résoudre une équation u = G(u) avec G
donné, il suffit de trouver une série décompositionnelle fortement convergente
dont la somme est (. La solution U est alors obtenue par application du

schéma decompositionnel associé a cette série.

1.3 Schéma décompositionnel de base

La méthode classique d’approximations successives résout les équations

sous la forme :

u=G(u),

lorsque G satisfait les hypothéses du théoréme de point fixe, elle constitue a
réaliser I'itération :

Un+1 =G (Un) )
a partir d’'un U, quelconque. La suite (U,,), converge vers U, solution de :
u=G(u).

On va maintenant exprimer cette méthode sous une forme équivalente faisant

appel aux séries décompositionnelles.

Définition 1.7 (Série décompositionnelle de base) On appelle série décom-
positionnelle de base associée a l'opérateur G, la série Z B,, dont les termes

sont définis par :

BO = G(Xo),
- oS ofEx)
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Théoréme 1.3 [27](Convergence de la série décompositionnelle de base) La
série décompositionnelle de base ZBn associée a l'opérateur continu G est

une série décompositionnelle fortement convergente vers G.

Théoréme 1.4 [27](Equivalence décompositionnelle de base) Le schéma, dé-
compositionnel de base associé a l'opérateur G est équivalent au schéma d’ap-
proximations Successives :

U, =0,

Upi1 = G(U,).
Si G vérifie les hypothéses d’un théoréme de point fize, la suite (U, ), converge
vers U, solution de notre équation, et donc la série Zun converge et a
pour somme ce méme U. On a donc le théoréme de convergence du schéma

décompositionnel de base :

Théoréme 1.5 [27](Convergence du schéma décompositionnel de base) Le
schéma décompositionnel de base associé a l'opérateur G converge si G vérifie

les hypothéses du théoréme de point fixe de Banach.

Il faut noter que, si G est non linéaire, le schéma décompositionnel de
base ne présente aucun intérét pratique puisqu’il nécessite alors deux fois

plus de calculs que la méthode d’approximations successives.

1.4 Présentation de la méthode décomposi-
tionnelle

La méthode décompositionnelle a été dévoloppée par G.Adomian [3]. Elle
est utilisée pour trouver des solutions des équations linéaires ou non linéaires

qui ont la forme :

Fu) = g(t), (1.1)
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ou F représente un opérateur non linéaire, g est une fonction connue et u est
un élément a rechercher.

On peut écrire U'opérateur F' comme suit :
F(u) = L(u) + R(u) + N(u), (1.2)

Car, il posseéde des termes linéaires et non linéaires.
L est érateur linéaire i ibl te L1 i
avec L est un opérateur linéaire inversible, on note son inverse
R est le reste de 'opérateur linéaire
N est un opérateur non linéaire
Pratiquement, on choisit pour L 'opérateur d’ordre le plus élevé et qui
soit facilement inversible.

L’équation (1.1) devient :
Lu+ Ru+ Nu=g. (1.3)
Comme, L’opérateur L est inversible, on a
L 'Lu=L"'g— L 'Ru— L 'Nu, (1.4)
Et 'expression équivalente sera :
u=7vy+L''g— L 'Ru— L™ 'Nu. (1.5)

ou 7 est la fonction qui satisfait Ly = 0. Si I’équation (1.5) correspond a
un probléme de valeur initiale, I'opérateur L' est I'intégrale de 0 & t. Si L
est un opérateur d’ordre deux, alors L' est 'opérateur d’intégration double

défini par :

et
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A partir des conditions initiales connues, I’équation (1.4) devient :

u=u(0)+ zu'(0) + L™ 'g— L' Ru — L™ Nu. (1.6)

On peut écrire le terme 7 sous la forme générale

r—1 ; ;
w; 2" d'z
Y= E —00 aveCc w; = —— .
; 7! dz* |,
=0 t=0

Lorsque L est un opérateur d’ordre r et les conditions initiales sont fixées.

Il y a plusieurs méthodes décompositionnelles. On s’intéresse dans ce tra-
vail aux méthodes suivantes :

- La méthode d’Adomian améliorée.

- La méthode d’ Homotopie analytique.

- La méthode de perturbation d” Homotopie.

1.5 Méthode d’Adomian

La méthode décompositionnelle d’Adomian est une méthode semi ana-
lytique qui a été développée par G. Adomian [3]. Elle consiste & trouver la
solution sous forme d’une série. Cette méthode est utilisée pour résoudre des

équations linéaires ou non linéaires.

1.5.1 Description de la méthode

On considere I’équation fonctionnelle (1.1) ou F' : H — G est un opéra-
teur non linéaire, ¢ est un élément connu de l'espace de Hilbert G et u est
I’élément recherché de 'espace de Hilbert H. L’opérateur F' peut étre écrit

sous la forme (1.2). D’aprés la section précédente, I’équation (1.5) est vérifiée.

13
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On va chercher la solution de ’équation (1.1) sous forme d’une série infinie

comme suit :

U= Zg". (1.7)

n>0

Le terme non linéaire N est assimilé & une série infinie :
N(u)=> A, (1.8)
n>0
O les termes A,, sont appelés les polyndémes d’Adomian, qui peuvent étre

déterminés grace a la relation suivante :

Ay = N(go)o,
A, = % {d‘i;N <Z)\'gl)} ., n> 1.

>0

(1.9)

Tel que A est un parameétre réel introduit par convenance.
En substituant (1.7) et (1.8) dans I’équation d’opérateur (1.5) et en uti-
lisant I'opérateur inverse L', on obtient :

> ga=7+Ltg— L Ru— L) A, (1.10)

n>0 n>0
D’ou on déduit :
go =7+ L *(g).
g1 — _Lile() - LilRA(].
g2 = —L7'Rg, — L7'RA;. (1.11)

| gni1=—L7'Rg, — L7'RA,,.

La relation (1.11) permet de calculer tous les termes de la série sans
ambiguité car les A,, ne dépendent que de ug, u1, ..., u,. En pratique, il est

presque impossible de calculer la somme de la série ) g,.
n>0

14
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1.5.2 Les polyndémes d’Adomian

Définition 1.8 Les polynémes d’Adomian sont définis par la formule :
Ao = N(go)o,

>0

La formule proposée par G. Adomian pour le calcul des polynémes d’Ado-

mian (A,),>0 est la suivante [2] :

Ag (90) = N(90)7

A1 (90, 91) = 912N (90),

Az (9o, 91, 92) = 922-N(go) + %g%aa—;N(go),

A3 (90, 91.92,93) = 932N (90) + 919225 N(90) + 325N (g0),

Cette formule s’écrit sous la forme :

n

A’n/ = ZC(V7n> N(V) (90) y 1 > 17

v=0

ou ¢ (v,n) représente la somme de tous les produits (divisées par m!) des n
termes ¢; dont la somme des indices i est égales & n, m étant le nombre de

répétitions des mémes termes dans le produit.

1.5.3 Convergence de la méthode d’Adomian

Dans les travaux de GG. Adomian rien n’est justifié quant a la convergence

de la série Y g, ou, ce qui revient au méme, a celle de > A,. Les premiers
n>0 n>0

résultats de convergence sont basées sur la méthode du point fixe. Ils ont été

cités par Yves Cherruault.
Théoréme 1.6 [14] Si

ZA” < 400 alors Zg'n, < 400,

n>0 n>0

et réciproquement.

15
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On a le resultat de convergence suivant :

Théoréme 1.7 [14] Si Uopérateur N est une contraction (c’est-a-dire qui

vérifie |N|| < § < 1) alors la suite (S,), satisfaisant la relation de récurrence
Spi1 = N(up+S,), n>0 avec Sy =0,

converge vers S solution de S = N(ug + 5).

Le théoreme (1.7) montre que la série ) g, converge, donc, on a le résultat
n>0
suivant :

Corollaire 1.1 Si N est une contraction alors les séries des g, et des A,

sont convergentes. De plus, > g, est solution de l’équation
n>0

Fu=g.

1.6 Meéthode d’Adomian améliorée

La méthode de décomposition d’Adomian a été présentée par Adomian
[3]. Elle a été utilisée pour résoudre une grande variété de problémes linéaires
et non linéaires. Plusieurs autres chercheurs ont mis au point une modification
de PADM [4]. La modification est généralement légere et vise & améliorer la
précision de la solution en série.

On a toujours dans le cas de résolution de I’équation (1.1) d’opérateurs

non linéaires [53] qui a la forme :
F(u)=g.

La méthode de décomposition d’Adomian améliorée [4] est basée sur ’hypo-

these que la fonction

y=v+LYg),

16
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peut étre divisée en deux parties, a savoir, 1; et .

Sous cette hypothése, I’équation suivante peut étre obtenue :

Y=Y+ Yy (1.12)

En conséquence, une légére variation est proposée sur les composants gg
et g;. On suggere que seule la partie y; soit affectée au composant gy, tandis
que la partie restante y» est combinée & d’autres termes donnés dans (1.12)
pour définir g;.

Par conséquent, la relation récursive s’écrit comme suit :

go = Y1-
91 =92 — L7 (R(g0)) — L™ (Ao).
In+2 — _L_l(R<gn+1)) - L_l(AnJrl)? n = 0.

1.7 Meéthode analytique d’homotopie

La méthode analytique d’homotopie a été développée dans les années 90,
son auteur est Shijun Liao [54], [56] et elle appartient au groupe de méthodes
analytiques. Elle a été appliquée pour résoudre de nombreux problémes for-
mulés a 'aide des équations différentielles ordinaires et partielles, y compris

les problémes de conduction thermique [41].

1.7.1 Description de la méthode

Pour illustrer le concept de base de cette méthode, nous considérons

I’équation différentielle non-linéaire suivante :
N(v(z)) =0, z € Q, (1.13)

avec N est un opérateur et v exprime la fonction recherchée.

17
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Au début, On construit une homotopie ¢ : Q x [0,1] — R, qui satisfait

H(¢,p) = (1 —p)L(¢(2,p) —vo(2)) — phN(o(2,p)) = 0, (1.14)

ou p € [0,1] est le parameétre d’intégration, h # 0 dénote le parameétre de
controle de convergence, vy décrit 'approximation initiale de la solution du
probléme (1.13) et L est Popérateur auxiliaire linéaire qui vérifie la propriété
L(0) = 0.

En considérant 1’équation H (¢, p) = 0, on obtient I’équation de déforma-

tion d’ordre-zéro suivante :

(1 —p)L(é(z,p) — vo(2)) = phN(¢(z,p)) (1.15)

D’aprés 1’équation (1.14) on a :

H(9,0) = L(¢(2,0) —wo(2)) = 0, (1.16)

H(6,1) = hN(6(2,1)) = 0. (1.17)

Comme Popérateur L est linéaire, on peut trouver selon I’équation (1.16)

que :
#(2,0) = v (2).

Or, de I'équation (1.17) on aura :

gb(Z, 1) - U(Z),

Le changement de p de zéro a 1'unité correspond au changement de pro-
bleme de la forme triviale a la forme donnée a lorigine (ce qui signifie la
transformation de la solution de vy (2) & v(z)). En topologie avec cette der-

niére propriété, la fonction ¢(z, p) est appelée homotopie. Selon la méthode
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HAM, on peut utiliser le parameétre p comme un petit parameétre et on sup-
pose que la solution de I'équation (1.14) peut étre écrite comme une série de
puissances de p.

On développe la fonction ¢ en série de Maclaurin par rapport au para-

métre p, alors

[ee]

1 9™¢(z,p m
o) = (2,0 + Y - TOEDY (118)
m=1 D p=0
On introduit la notation
om(z) = L 2O g (1.19)
ml apm, =0

La relation précédente peut étre décrite de la maniére suivante :

o(z,p) = v (2) + va(z)pm (1.20)

m=1
Si la série ci-dessus est convergente dans la région appropriée,alors pour
p = 1 on obtient la solution souhaitée :

o0
v(z) =) vm(2) (1.21)

m=0
Afin de déterminer la fonction v,,, on dérive m fois le coté gauche et
le coté droit de la relation (1.15) par rapport au parameétre p. Le résultat
obtenu est divisé par m! et ensuite, en remplacant par p = 0, nous obtenons

I'équation de déformation dite d’ordre m(m > 0) :

L(vm(2) = XmUm-1(2)) = hRp(Um-1, 2), (1.22)

avec
Up—1 = {U()(Z), /Ul(z)y sy Umfl(z)}a
1 m>1

Xm =
0 m<1
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Ry (Upp1,2) = (m i 1! (@apmm_lN (Zw(@n))

1=0

et

(1.23)

p=0
En cas ou la somme de séries (1.21) est difficile ou impossible a déter-

miner, nous pratiquons & 'utilisation de la solution approchée de I’équation

considérée sous la forme de somme partielle de série (1.21) :

n

Un(2) = m(2). (1.24)

m=0

La solution approximative de I’équation (1.13) devient

0
v = ngﬁio@"@) = va(z) (1.25)
m=0

Dans la plupart des cas, la série donnée par (1.25) est convergente, mais
le taux de convergence dépend de I'opérateur non linéaire.

Le choix de la valeur du paramétre de controle de convergence h est basé
sur la méthode d’optimisation. Pour cela, nous définissons le résidu carré
suivant :

B, (h) / (NG ()))? d. (1.26)
Q
La minimisation du résidu carré ci-dessus dans la région définie par :

Ry = {h : lim B, (h) = 0} ,

n—od
donne la valeur optimale de h.
Il existe de nombreuses méthodes pour déterminer la valeur du parametre
de controle de convergence h. Dans notre travail, nous avons utilisé la mé-

thode d’optimisation.

1.7.2 Analyse de convergence

M. Turkyilmazoglu [73] et Zaid M. Odibat [64] ont étudié la convergence
de la méthode HAM.
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Théoréme 1.8 [73] Soit A un espace de Banach muni de la norme ||.||,
sur laquelle la suite (v, (t)), soit définie, pour une valeur prescrite de h. On
suppose également que 'approximation initiale ug (t) reste a lintérieur de la

boule de la solution u (t).

1. Sl existe un vy, € 10,1] tel que

Vk e N = ||Uk+1 (t)H < ||Uk (t)H )

o0

alors, la série ka (t) est absolument convergente sur le domaine de

k
définition de t.
2. Si ||ves1 (D] = v, vk (0)|| pour tout k € N et certains v, > 1 alors, la

série ka (t) diverge sur le domaine de définition de t.
k=0

Théoréme 1.9 [73/Si la série définie dans (1.25) est convergente, alors il
converge vers la solution exacte du non-linéaire probléeme (1.1).

Théoréme 1.10 [6//Si le paramétre h est sélectionnée de maniére a ce que
M

la série définie dans (5) est convergente et sa somme partielle ka (t) est

k=0
utilisée comme approximation de la solution u(t) du probléme (1.13), alors

l’estimation de ’erreur est donnée par

,yh
Ey(t) < Bl
M()_l_%HUo()H

1.8 Méthode de perturbation d’homotopie

La méthode de perturbation d’homotopie est une proposition du mathé-
maticien Ji-Haun-He en 1999 [35] et c’est toujours lui qui I'a ensuite déve-
loppée en 2004 [36] puis en 2006 [37]. Cette méthode est largement utilisée

pour la résolution des problémes de frontiére non-linéaire et & valeur initiale.
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Elle résulte de la combinaison de la théorie de ’homotopie dans la topologie
avec la théorie de la perturbation. La méthode de perturpation d’homotopie
est un outil mathématique puissant pour I’étude d’'une grande variété de pro-
blémes apparaissant dans différents domaines. La caractéristique importante
de la méthode de perturbation d’homotopie est qu’elle fournit une solution
presque exacte a un large éventail de problémes linéaires et non-linéaires,
sans la nécessité d’hypotheéses irréalistes, la linéarisation, la discrétisation et

le calcul des polynémes Adomian en 2008 [40)].

1.8.1 Principe de la méthode

La méthode de perturbation d’homotopie est ulisée pour trouver des so-
lutions exactes ou approximatives des équations linéaires ou non linéaires,
les équation intégro différentielles et les équations intégrales. Cette méthode
permet de rechercher une solution des équations qui ont la forme (1.1) c’est
a dire :

F(u)—g(2) =0, z€ Q. (1.27)

L’opérateur F' se présente sous la forme suivante :

F(u)=Lu)+ N (u), (1.28)

ou L définit opérateur linéaire et IV est la partie restante de I'opérateur
F.

Donc 'équation (1.27) peut s’écrire :
L(u)+N(u)—g(z) =0, z€Q. (1.29)

Maintenant, on définit un nouvel opérateur H, qui s’appelle 'opérateur

d’homotopie, par :

H (v,p) = (1 =p)(L(v) = L(u)) +p(F(v) —g(z)) =0, (1.30)
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avec z € Q, p € [0,1] un parameétre d’intégration, v : 2 x [0,1] — R et g
est ’approximation initiale de la solution de I’équation (1.1).

L’équation (1.30) prendra alors la forme suivante :
H (v,p) = L(v) = L(uo) — pL (uo) +p (N (v) — g (2)) = 0. (1.31)
Donc
H@0) = L) —L(up)=0. (1.32)
H(v,1) = L) +N(@) —g(z)=0.

Le changement de p de zéro a 1'unité transforme ug(z) en u(z). En topo-
logie avec cette derniére propriété, la fonction w(r, p) est appelée homotopie.
Selon la méthode HPM, on peut utiliser le paramétre p comme un petit pa-
rameétre, et supposer que les solutions des équations (1.30) et (1.31) peuvent

étre écrites comme une série de puissance de p :
oo
v =g+ puy + PPy + ... = Zp”’vi. (1.33)
i=0

Pour p = 1, la solution approximative de 1’équation (1.1) devient :

u = limv = vy + pvy + pPvg + ... = Zvi. (1.34)

1.8.2 Convergence de la méthode

Dans ce paragraphe, nous étudions la convergence de la méthode HPM

[10], [5]. On peut réécrire la relation (1.31) comme suit :
L(v) = L(uo) = plg (2) = L(uo) = N (v)]. (1.35)
En remplacant (1.33) dans (1.35), on obtient :
L <Zpivi> — L(up) =p [9 (2) = L(uo) = N (ZPZ%)] : (1.36)
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Ainsi

Z L (vi) = L (uo) =p [g (2) = L(u) = N <va>] : (1.37)

Selon le développement de Maclaurin de N (3°:°, p'v;) par rapport & p,

N (Zopv> = Z <%§—;N <Zpivi>> o, (1.38)

on a

et d’aprés [31], on a :

(o (B)) - (e ().
=0 p=0 =0 p=0

Alors
o0 Z o0 1 an n Z Z
v(Srn) =3 (L2 x () v
, n! dp 4
=0 n=0 =0 p=0
Posons :
1o =
H,, (v, v1, ..., vy) = — N szvi ,n=0,1,2, .., (1.39)
n! op» — o

ou H, sont appelés polynémes de He [31].
Alors
N (Zp’u) = Z Hp'. (1.40)
=0 i=0
En remplacant (1.40) dans (1.37), on obtient :

Z L(v;))— L(up)=p [g (z) = L (up) — Z Hp'| . (1.41)
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En identifiant les termes avec ceux de mémes puissances de p, on trouve :

n+1
p

Donc, en conclusion,on aura :

n+1

L (vg) — L (ug) =0,
L(vy) =g (z) — L(ug) — Hy,
L (vy) = —Hy, (1.42)
L ('Ug) = —H2,
L (vp41) = —H,.
vy = L7 (g(2)) —uo — L' (Ho),
vy = —L7' (Hy),
vy = — L7} (H,), (1.43)

Vpi1 = —L7(H,).

Théoréme 1.11 La solution de l’équation (1.1) obtenue par la méthode de

perturbation d’homotopie est équivalente a la détermination de S, donnée

par :

Sn = U1 + Vo + ...+ Up,, S() =0.

En utilisant le schéma itératif

Sn—i—l = _L_an (Sn + UO) — Up + L_l (f (T)) 5

ou

(1.44)

(1.45)

Nn (iovz> = iOHZ,n = 0, 1,2,
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Théoréme 1.12 Soit B un espace de Banach.

1. Y%, v; converge vers S € B, si
(0 <A< 1) tel que (Vn € N=>||v,|| < A|vn_1]])- (1.46)
2.8 =>"7 v vérifie
S=—L'N(S+wv) —uo+ L7 (g(2)). (1.47)
Lemme 1.1 L’équation (1.47) est équivalente a :
L(u)+ N (u)—g(2)=0. (1.48)

Définition 1.9 Pour tout ¢ € N, on définit :

A = Bt Jjosl| # 0
0, [|lvi|| = 0.

Dans le Théoreme 1.12, >~ v; converge vers la solution exacte, lorsque

Si v; et v; sont obtenus par deux différentes homotopies, et \; < )\; pour

!

chaque i € N, le taux de convergence de Y .-, v; est supérieure a y .-, v,.

Remarque 1.1 En réalité la méthode de perturbation d’homotopie est un

cas particulier de la méthode analytique d’homotopie en prenant A = 1.
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a deux phases tel que la position de 'interface solide-liquide (front de
fusion ou de solidification), est a priori inconnue. Cette interface doit étre
déterminée comme une partie de la solution.

Nous utilisons deux méthodes de résolution :

1. La premiére est une méthode hybride avec optimisation qui combine
la méthode de perturbation d’homotopie (HPM) avec la méthode de
décomposition d’Adomian améliorée (IADM). Nous avons écrit 'inter-
face sous forme d’une série infinie pour inclure le plus grand nombre de

problémes réels.

2. La deuxiéme est la méthode analytique d’homotopie avec optimisation.

2.1 Position du probléme

Le probléme inverse de Stefan & deux phases est décrit par deux équations
aux dérivées partielles paraboliques régissant la conduction thermique dans
les deux phases.

On consideére le probléme inverse de Stefan a deux phases [78] suivant :

Soit le rectangle D définie par :
D = {(x,t) : x € [0,d],t € [0,t"]}. (2.1)

On divise D en deux régions D; et D, tels que D; désignant la région prise

par la phase liquide et Dy décrivant la région prise par la phase solide.

(2.2)
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et leurs frontiéres sont :

Iy = {(2,0);2 € (0,8),5=E(0)}, (2.3)
Dy = {(2,0);2 € (s,d),s = £(0)}, (2:4)
Is = {(0,t);t € 0,4}, (2.5)
[y = {(d.t);te0,t]} (2.6)
Is = {(z,t);te€[0,t'], 2 =£1)} (2.7)
Ts = {(,t");2 € [0,£)]}, (2.8)

ou ¢ est une fonction inconnue définit ’endroit de I'interface.

Le modeéle mathématique du probléme inverse de Stefan a deux phases est
décrit par deux équations de diffusion unidimensionnelles dans un domaine
limité par une frontiére dont la position est inconnue & priori. Ce modele
est gouverné par deux équations paraboliques de la chaleur caractérisant
I’évolution de la température dans un corps solide ou liquide en fonction de
deux variables, le temps t et 'espace z, ces équations sont décrites par :

— Dans la phase liquide

Ouy (x,t) . 0?uy(z, 1)
ot b a2

dans Dy, (2.9)

— Dans la phase solide

Jug(z,t) . 0?uy(x, 1)
ot 2 92

dans Dy, (2.10)

Telle que ay (k= 1,2) désigne la diffusivité thermique. Les indices
kE =1 et k = 2; représentent les phases liquide et solide respective-
ment.

On dispose par ailleurs des conditions aux limites ou aux frontiéres du
domaine spatial considéré. Ces conditions peuvent étre soit des tempé-

ratures imposées, soit des flux spécifiés. Dans notre cas, on a :
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Sur la frontiére I's, la fonction wu; satisfait la condition de Dirichlet :
u1(0,t) = 01(t) sur I's, (2.11)

et sur la frontiére I'y, la fonction u, satisfait la condition de Dirichlet :
ug(d,t) = 0(t) sur T'y. (2.12)

Pour les conditions initiales, c’est a dire la distribution des tempéra-
tures a l'instant ¢ =0, on a :
Sur les frontiéres I'y et I'y, les fonctions a déterminer sont vérifiées les

conditions initiales :

up(z,0) = ¢y(x)sur 'y (2.13)
us(x,0) = @y(x) sur Iy, (2.14)
£0) = s. (2.15)

L’application du bilan énergétique & la position de l'interface liquide-

solide donne la condition de Stefan par I’équation suivante :

kdf(t) _ K, Ouy(z,t) K 0u18(a7,t) 7
x

(2.16)
dt 0r |, _¢q) (1)

qui décrit le déplacement de la limite de la frontiere mobile z = £(¢) ou la

position de l'interface liquide-solide.

Ou k est la chaleur latente de fusion par unité de volume et Ky, Ky sont les

conductivités thermiques dans les phases solide et liquide respectivement.
Sur l'interface mobile I's, on a la condition de continuité de la température

suivante :
wn(€(t), 8) = ual&(t). 1) =, (2.17)

ol u* est la température de changement de phase.
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La température interne de temps final sur la frontiére I'g satisfait :
ui(z,t*) = ul sur . (2.18)

Le probléme inverse de Stefan a deux phases [34] consiste & trouver la
température et la position de l'interface décrite au moyen de la fonction

x = &(t) entre les deux phases solide-liquide.

2.2 Reésolution du probléme inverse de Stefan
par une méthode hybride avec optimisa-
tion

La solution du probléme inverse de Stefan & deux phases nécessite de le
diviser en deux problémes. : Le premier est la détermination de wu(z,t) dans
le domaine D; et de I'interface mobile & () qui est vérifié (2.8), (2.9), (2.13), et
(2.11). Une fois que la limite = = ¢ (¢) et le flux thermique (Jus (,t) /0z)|,_¢ )
ont été obtenus, on passe au deuxiéme probléme qui est la détermination de
la température us(x,t) dans le domaine Ds.

La solution de u; (x,t) basée sur HPM avec optimisation : Dans

ce cas, les opérateurs N; et L; peuvent étre définis comme suit :

1 ov 0%
MW =5 " e
et
2
Li(v) = 272) avec L(0) =0
T
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Pour le probléme étudié, on prend (en supposant que la série est conver-

gente) :

1 (o™ 0 ,
Hl,m(ﬂm—hﬂc,t) = % (%a (Z?h,i(fﬁat)]?l))

i>0

,pour m = 1,2, ...

p=0

(2.19)
En substituant la relation (2.19) dans (1.43), on trouve pour m = 1
I’équation suivante :

Pur(z,t) 1 dug(w,t) 0?uy o, t)

— 2.20
0x? o ot ox? ity
sinon, pour m > 2, il prend la forme :
0*uq (0, 1 Ougpm(x,t
Um(@ ) _ 1 duim(®,) (2.21)

Ox? oy ot
Pour obtenir une solution unique, on doit compléter les équations ci-
dessus avec certaines conditions supplémentaires. En utilisant la condition
limite de Dirichlet (2.11) et la condition de continuité de la température
(2.17) et la condition de Stefan (2.16), la premiére des équations ci-dessus

sera complété par les conditions suivantes :

UL()(O,t)—f—ULl(O,t) = 91<t), (222)

U1,0 (§(t>a t) + 71/1,1(€(t)7 t) = “*a (223)

sinon, pour (m > 2), les équations vérifient les conditions homogenes sui-

vantes :
uLm(O,t) = 0, (2.24)
urm(£(t), 1) = 0. (2.25)

On donne la solution approximative :

Uin(2) = >t m(2).

m2>0
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Puisque u; ,, est déterminé par la fonction inconnue £(t). Cette fonction

est dérivée sous la forme :

§t) = cumthy ().

m>0

Ainsi, on définit la fonction de cott J; selon (2.13) et de (2.18) :

1 &0 N
T(Cts s ) = 5/ (1n(2,0) — 0, (2) 2 + (2.26)
0
1 &0 1 )
2 {1 (2, t") — uf (2)}2de + 5 llell”, (227)
0

avec : ¢ = (€1, e, Cmy o) = (Cm)m>o0-

Par conséquent, les ¢, sont choisis selon le minimum de (2.26). L’interface
mobile £(t) et la solution de u; dans le domaine D; peuvent étre obtenues.

La condition au limite (2.11) sur la frontiére I's et la condition de la conti-
nuité de la température (2.17) doivent étre remplies pour n > 1. Ainsi, en
cherchant la solution de ce probléme dans le domaine D,, I'approximation
initiale wu; o sera trouvée en résolvant 1’équation (2.20) avec les conditions
(2.22 ) et (2.23). Inversement, les fonctions uy,,, m = 1,2, ...sont détermi-
nées par la solution récurrente (2.21) avec les conditions (2.23) et (2.25).
Par conséquent, l'interface mobile £ () et la solution de u; dans le domaine
D4 peuvent étre obtenues par la méthode de perturbation d’homotopie avec
optimisation. Selon la condition de Stefan (2.16) sur linterface mobile de
changement de phase I's, la température us (z,t) dans le domaine D, peut
étre récupérée par IADM avec la méthode d’optimisation.

La solution de us (z,t) basée sur IADM avec optimisation : dans
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ce probléme, on considére les équations de I'opérateur (1.2), o

L(uz) = 5
R(u — 1 Ous
(2) = =20 (2.28)
N(UQ> =0
n=0.

L’opérateur inverse L ! est donné par ’équation suivante :

d pr
Yug) = / / ug(x, t)dzd.
. JE®)

La condition aux limites et la condition de Stefan de (2.14) sont utilisées

pour obtenir I’équation suivante :

2 .
11 () = wlent) - o) - 220

Par conséquent :

Oug(x,t)

v =0(t) + e

(x —d).
z=¢(t)

Ensuite, la relation récursive suivante peut étre obtenue :

Jo = 'Lbz(d, t) = 9(t>

0u2(:ﬂ t) // 890
z= é(t)

g =
Onto = / / On ldxdx, n > 0.

Puisque wu; (z,t) et £ (t) sont déterminés par la méthode HPM ci-dessus

avec la méthode d’optimisation, Odus (z,t)/ 8$|$:§(t) peut étre obtenu par

I’équation (2.16). Une solution d’approximation est exprimée sous la forme :

fign =Y g, meN, (2.29)
=0
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et dans ce probléme de Stefan inverse, 6 (t) est inconnu a la frontiére I'y et

on 1’écrit sous la forme suivante :
0(t) = aid(t). (2.30)
i=1

Oug; e Ret ¢, (t),i=1,2,3,... sont les fonctions de base. Les coeflicients
¢; sont sélectionnés pour afficher la déviation minimale de la fonction (2.31)
a partir des conditions (2.14) et (2.17). Ainsi, les coefficients ¢; sont choisis

selon le minimum de la fonction suivante :

)
L[ .
T otim) = [Aian(€),0) = e+ (231)
0
1 y 1
5 [ lieae0) = @)zt S ol (232)
£(0)

ot J2 (q1, -y @m, --.) est une fonction non linéaire. La méthode d’optimisation
joue un role trés important dans la résolution du probléme inverse de Stefan

inverse a deux phases.

2.3 Reésolution du probléme inverse de Stefan
par la méthode analytique d’homotopie
avec optimisation

Dans cette section, on applique la méthode analytique d’homotopie pour
résoudre le probléme précédent. On choisit les opérateurs Ny et Ly (k = 1,2)

comme suit :
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ol v = (uUp)y_y o €6 2 = (2,1).

D’apreés la relation (1.23) et si on suppose que la série > v,,(2) est conver-
m=0

gente, on a :

Rk’m(ﬂk,mfl, x, t) = ﬁ]\fk <(m — 1)!uk,m,1 ($, t) + Z U]m'(l’, t)wk (Z) pi_m‘H)

i=m

ot k=12
p=0

= N, (uk’mfl (.T, t)) >
(2.33)

pour m = 1,2, ..., tel que wy(i) e Neti=mm+1,....
En utilisant les conditions (2.17)-(2.11) et (2.16), on a trouvé deux sys-
temes d’équations aux dérivées partielles :

(10%uka(@t) _ Ouol(@t) _ o upo(x,t)

R~ 0x2 ot k™52

ULo(O, t) + ’UJ1,1(0, t) = 91(25)
(2.34)

uro(&(1), 1) + w1 (§(2), 1) = ™.

k@ _ KQ O(u2,04u2,1)(x,t)
dt

Dz — K Qotu)@h)
z=£(t)

Oz o=£(t)

\

Pourm=1et k=1,2.

Alors que pour m > 2, on a :

8uk,rnfl(x7t) 82uk,7n71(xst)

a2uk,'m71 (‘T7t)
+ ot — Ok Ox?

1 1
h oz2 T h oz2
Ul’m((),t) =0.

(2.35)

u,m(§(t),t) = 0.
K. Oua,m (,t)
I R

= 0.

. Kl Ou1,m(x,t)
x=£(t)

ox

On donne la solution approximative
U (2, 1) = Ytk (1), (2.36)
m=0

puisque uy ,, et us,, sont déterminés par les fonctions inconnues & (t) et
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0(t) respectivement. Ces fonctions sont écrites sous la forme :

m

b)) = > anh(1). (2.37)

o) = > b0

Ou a;,b; € R, 1,(t) et ¢, (t) sont les fonctions de base, pour i = 1,...,m.

Par conséquent, a; (resp. b;) (i = 1,...,m) sont choisis selon le minimum
de (2.38) (resp. (2.39)) qui est défini par (2.13) et (2.18) (resp. (2.14) et
(2.17))

Ji(ag, ..., am) = ff“”{al o(2,0) — oy (2)}2dz+
+f0 {uln z,t*) — ul (z)}2du.
Jo(by, b)) = [1 {uan(E(1), 1) — u*}2dt+
+ [eoy {120 (2,0) = ga(w)}2dx.

Ot (Ji),_, o sont des fonctions non linéaires. La méthode d’optimisation joue

(2.38)

(2.39)

un role trés important dans la résolution du probléme de Stefan inverse & deux
phases. De ce fait, on présente une méthode du gradient conjugué spectral
modifiée de type Dai-Yuan dans les sections suivantes. Cette méthode d’op-
timisation est introduite accompagné d’un exemple de probléme inverse de
Stefan & deux phases pour illustrer 'efficacité de la méthode analytique d’

homotopie avec optimisation.

Théoréme 2.1 [38] Soient les fonctions ugm, k = 1,2, m > 1, déter-
minées & partir des systéme (2.34) et (2.35), respectivement. Si les séries
oo

> U m(,t), pour k = 1,2, sont convergentes alors leurs sommes sont les
m=0

solutions des équations considérées.

Théoréme 2.2 [38] Soient les fonctions uym,, k = 1,2, m > 1, déterminées

a partir des systeme (2.84) et (2.35), respectivement. Si le paramétre h est

37



Chapitre 2. Application d'une méthode décompositionnelle sur le probléme
inverse de Stefan a deux phases

sélectionné de maniére o ce qu’il existe des constantes v, € (0,1) et mg € N

tel que pour tout m > mqg et k = 1,2 l'inégalité suivante :

||uk,m+1|| S Th ||uk:,'m,|| )

est satisfaite, alors

oo
(i) Les series Y upm(z,t) sont uniformément convergentes et leurs sommes
m=0

sont les solutions des équations considérées.
(ii) L’estimation de Uerreur de la solution approximative est donnée par
n+1—mg
Ih
~ Tn

lluk — Upnl] < |k moll, Y12 > my.

2.4 Méthode du gradient conjugué spectral
modifiée de type Dai-Yuan

On donne la méthode de gradient conjugué spectral basée sur la méthode
du gradient conjugué de type Dai-Yuan en fournissant un nouveau paramétre

spectral.

2.4.1 Préliminaire

Un probléeme d’optimisation sans contrainte est généralement exprimé
comme suit, :

min {f (z) : x € R"}. (2.40)

La fonction non linéaire f : R" — R est continuement différentiable ;
le gradient de f est noté g (z) = Vf (z). Nous imposons généralement les

propriétés suivantes a la fonction f.
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(P1) La fonction f est bornée inférieurement et continuement différen-

tiable dans un voisinage N de ’ensemble des niveaux

L={zeR": f(x) < f(z)},

ol x( est le point de départ.
(P2) Le gradient g (z) de f est continuement Lipschitzien dans N, c’est

a dire, il existe une constante L > 0, tel que
lg () —g ()| < L||z—y| pour tout z,y € N.

Généralement, une suite {x;} est obtenu dans un algorithme pour ré-

soudre (2.40) et a le format suivant :
Thy1 — Tk + Oékdk7 (241)

ol d; est une direction de recherche et oy est la taille du pas. A chaque
point d’itération xj, nous déterminons généralement d; d’abord puis nous
calculons «y, par quelques principes.

Il existe différentes fagons de déterminer la direction di. Dans la méthode
classique de la descente rapide, d, = —gi. Dans la méthode du gradient

conjugué (CG), di a la forme

do = —go
A1 = —Grp1 + Bidy, sik >0,

(2.42)

ou la taille du pas «y, est positive, g, = V f () et 3, est un scalaire. De plus,
oy est la longueur du pas qui est calculée par la ligne de recherche.

Le scalaire 3, est un facteur trés important dans les méthodes du gra-
dient conjugué; Les expressions les plus connues de (3, sont les formules de
Hestenes-Stiefel (HS), Fletcher-Reeves (FR), Polak-Ribiere-Polyak (PRP) et

Dai-Yuan (DY) [11]. Parmi eux, la méthode de DY est considérée comme
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I'une des méthodes efficaces de gradient conjugué. Le scalaire 3, est donné

par :
DY _ H9k+1H2 (2.43)
tel que || - || est la norme Euclidienne et
Yk = Gk+1 — Gk-
Leur algorithme a la forme

Ou vy, = s{sk/styr OF i = S1Yx/ylyr avec sp = Ty — . De nombreux
algorithmes se sont avérés convergents sous la condition de Wolfe ; ¢’est-a-dire

la taille du pas o, satisfait :

flan) = fan+ondy) > —darg)dy, (2.45)

g(zp +ardy)” > ogldy, (2.46)

tel que 0 <o < < 1.

Ces derniéres années, certains chercheurs ont développé une nouvelle mé-
thode, appelée méthode du gradient conjugué spectral (SCG), pour résoudre
I’équation (2.40). Par exemple, Raydan a introduit la méthode du gradient
spectral pour une optimisation sans contrainte a grande échelle.

Il a combiné une stratégie d’une ligne de recherche non monotone qui
garantit une convergence globale avec la méthode de Barzilai et Borwein.
En utilisant des idées de gradient spectral et de gradient conjugué, Birgin et
Martinez ont proposé une méthode de gradient conjugué spectral. Dans leur

algorithme, la direction de recherche a la forme :

do = —go-
dps1 = —Opr1Gr41 + Bpdy, si k> 0.

(2.47)
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Sur la base de I'analyse ci-dessus, on utilise, dans cette section, une nou-
velle méthode MSDYCG basée sur celle du gradient conjugué de type Dai-
Yuan. Une nouvelle sélection de 0y, est introduite dans I’algorithme de telle

sorte que la condition de descente suffisante soit vérifiée.

2.4.2 Principe de la méthode

La nouvelle méthode est introduite par

dO = —9o,
d — T (2.48)
dpy1 = —Opr1Gk1 + B di sik >0,
ou
; 2|gldy| 298 di — gidy (2.49)
= max , , .
e |} yil di Y

et le parametre scalaire 35" est défini par (2.43). C’est une nouvelle méthode
de gradient spectral conjugué pour résoudre le probléme (2.40) parce que
I'expression (2.49) du parameétre spectral 051 est complétement différent de
ceux d’autres articles. La direction recherchée (2.48) est une combinaison du
gradient spectral et du gradient conjugué Dai-Yuan.

Afin d’obtenir la convergence globale de la méthode, on suppose que la
taille du pas satisfait la forte condition de Wolfe, c’est-a-dire la taille du pas

oy, satisfait (2.44) et
g (z + akdk)T dy| < —ogi dy, (2.50)

avec 0 < § < o < 1. 1l est facile de voir que 'inégalité (2.46) est obtenue
si (2.50) est vérifiée. Celle-ci est une description détaillée de I’algorithme de

gradient conjugué spectral de type Dai-Yuan modifié (MSDYCG).

2.4.3 Algorithme de la méthode MSDYCG

Il comprend les étapes suivantes :
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Etape 1 (Initialisation). Choisir 2y € R", pose k = 0, ’étape d’itération
maximale Ny, et prendre € > 0.

Etape 2 (Vérifiez la condition de convergence). calculer g ; si ||gx|| < &,
alors arrétez.

Etape 3 (Former la direction de recherche). Si k = 0, alors dy = —go.
Sinon, calculer 0 et 32" par formules (2.49) et (2.43),respectivement ; puis
calculer dy par (2.48) et (2.49).

Etape 4 (Recherche de ligne). Trouver a4 qui satisfait les conditions
fortes de Wolfe (2.45) et (2.50).

Etape 5 (Calculer le nouveau point). Pose xp 11 = o+ apdi et k = k+1
et passez a ’étape 2.

Le cadre de l'algorithme MSDYCG est similaire & d’autres algorithmes
de gradient spectral conjugué. Cependant on choisit un parametre spectral
différent 6.1 (voir 2.49 ) qui est la principale différence entre MSDYCG et
les autres algorithmes.

La convergence globale de 'algorithme MSDYCG sera donnée dans la
sous-section suivante. Avant cela, on démontre que la direction de recherche

(2.48) peut assurer la condition de descente suffisante.

Proposition 2.1 [20] Supposons que la suite {dy} est générée par l’algo-
rithme MSDYCG, alors

gid, < —|lgell® pour tout k > 0. (2.51)

Cette proposition stipule que la direction dj, est une direction de descente.

De plus, d posséde la propriété suivante.

Proposition 2.2 [20] Supposons que lalgorithme MSDYCG soit implémenté
avec la taille de pas «y satisfaisant les conditions fortes de Wolfe (2.45) et
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(2.50). Si gr # 0 pour tout k > 0, alors
(B’ 1
(gk+1dk+1) (gk dy,)

L’inégalité (2.52) donne la relation étroite du produit scalaire du gra-

(2.52)

dient et de la direction entre les deux itérations adjacentes. Il jouera un role

important dans notre analyse de la convergence globale

2.4.4 Analyse de Convergence

Dai et Yuan ont indiqué dans [20] que le résultat suivant avait été essen-

tiellement prouvé par Zoutendijk et Wolfe.

Proposition 2.3 [20] Supposons que la fonction f (x) posséde les propriétés
(P1) et (P2), que dy est une direction de descente et que oy, est obtenu par
les conditions de Wolfe (2.45) et (2.46). Alors

3 o) _ (2.53)

2
>0 Hdk”

On appelle habituellement (2.53) la condition de Zoutendijk.

Théoréme 2.3 Supposons que la fonction f (x) posséde les propriétés (P1)
et (P2). Les suites {xy}, {gr} et {dy} sont générées par l’algorithme MSDYCG.

Alors soit g, = 0 pour un certain k soit
liin inf || g || = 0. (2.54)

Preuve. On suppose que g # 0 pour tout k et (2.54) n’est pas vérifiée.

Alors il existe une constante ¢ > 0, tel que

lgell = ¢, (2.55)
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pour tout k de l'itération. La deuxiéme égalité de (2.48) implique

disr + Orsrgrs = By dy,

on obtient

2 2 2 2
kil = (BEY) Ndill® = 20k1 95 1 dir + Orgs llgriall”

En divisant les deux cotés par ggﬂdkﬂ, on aura :

2
Hdk+1H2 _ ( k:DY) || k” 29k+1 Qi—e—l ||gk+1||2
2 2 T 2
(97 1r+1) (97 1) Jerrrer (g 1dir)

DY\ 2 2
1 0 1
_ ( ) 5 HdkH ( + k+1 ”gk—i-l”) +

(97 1dri1) g1 AR/ lgesall®
La combinaison de (2.52) dans la Proposition 2.2, nous donne :
ldia il 1
2 = 2 2
(ng-HdkH) (ggdk) [ grs1l]

En sommant les deux cotés, on obtient :

k k

S Ml ] < Z i || Z% (2.56)

i=0 (gz+1dl+1 o llginl
Dong, a partir de (2.55) et (2.56), on donne :
k
el k2
(9k+1dk+1) ||gz||

Cette relation est équivalente a

(g dr)" _ e
>
ldy| k42

En sommant sur k, on aura :
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A partir de Palgorithme MSDYCG, la taille du pas satisfait la condition
de Wolfe forte, donc la condition de Wolfe (2.46) est vérifiée et les directions
obtenues par ’algorithme sont déduites de la proposition 2.1. Mais la derniére
égalité contredit la condition de Zoutendijk (2.53). Par conséquent, notre
assertion d’origine (2.55) doit étre fausse, ce qui signifie que soit g = 0 pour

un certain k, soit (2.54) est vérifice. m

2.5 Simulation numeérique

Afin d’illustrer la validité de la méthode analytique d’homotopie combinée
avec la méthode d’optimisation proposée, on introduit le probléme Stefan

inverse & deux phases suivant :

Exemple 2.1 Cet exemple est présenté pour illustrer lefficacité de la mé-
thode d’analyse d’homotopie avec la méthode d’optimisation, qui est présen-
tée dans les sections précédentes. Ici, on considére un exemple du probléme

inverse de Stefan a deux phases [78], pour lequel

5 5 4 3
B 5

t+3 4 -2z
01(t) = exp (1—0) et uip(m):exp( 10 )

La solution exacte du probleme de Stefan inverse formulé est déterminée par

les fonctions

U (:U’ t) = exp (t_213(8)+3> y U2 (.”L', f) = exp (t_zlif)_'_?)) )

0(t) = exp (552), € (1) = 2.
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Solution Tout d’abord, on utilise la méthode analytique d’homotopie
avec une méthode d’optimisation pour résoudre u; (x,t) et £ (¢). on choisit
I’approximation initiale u; ¢ comme suit

3 —2x
Uy (z,t) = exp 10 .

Par I'usage de la fonction u; o dans (2.34), I’équations suivante sera obtenu

DPuq g (z,t) 5h <3 — 2:17)

oz 2 OPl g

Avec les conditions

3 t
uy (0,t) = exp <E> exp (1—0 — 1) .

32t
U1 ($,t)|x:g(t) = l—exp (T()) '

Ce systéme d’équations peut étre résolu et la solution de ce systéme est

donnée par :

wir (o) = Jt) <1 +(5h— 1) exp (3_1205(t)> — oxp (t1+03) + (52h _ 1) exp (130))
+exp (%) + (1 - %) exp (%) _ %exp (3 102“;) |

Pour m = 2 et k = 1, la solution du systéme (2.35) est

h h
iz (1) = (anh = 1) [y (1) = 1 (0)] 450 (1) + 01 (8) 0 + Ky (1)

ou

h h

ks (1) = ﬁalh (anh =1) 21 (0) =1 (€ (O] + 59 (€ (1) + 5501 () € (1)

Ainsi, on obtient la solution approchée ;5 (z,t) tel que :

’&172 (LU, t) = ul,O (I’, t) + U171 (I, t) + ULQ (il?, t) .
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Donc

B (1) = (oah— 1P Loy (2) = o1 (O)] + 5o (52 b 200 (627 01 6) +

u* 1 h 1 ,
{5 (t) (% a0 <f>> O (W — 12 (p, (£(1) = 1 (0) -

Maintenant, on pose :

h

gg (t) 52 <i

§(t) =D aithi(1), (257)
i=1
et on choisit les fonctions de base selon (2.57) par :
() =t"" i=1,.,m.

On utilise la méthode de gradient conjugué spectral DY (MSDYCG) mo-
difiée pour résoudre la fonction (2.38). On obtient la solution de déplacement
de linterface £ (t), de sorte que la température uy (x,t) est donnée dans le
domaine D;. Les valeurs de l'erreur dans la reconstruction de la position
de 'interface mobile £ (¢) et de la distribution de température u, (z,1) sont
indiquées au tableau 1.

Ensuite, On va déterminer les fonctions us (z,t) et 0 (t) par la méthode

analytique d’homotopie avec optimisation.

On pose

3 —2x
Usp (z,t) = exp = .

En subtituant la fonction uy o dans le systéme (2.34), on trouve I’équation

suivante :

DPugq (z,1) h . 3— 2z
— = ——ex
dx? 5 P 5 ’

avec les conditions

uro(&(). 1) +ura(§(2),t) = 1.

2d(t) _ O(uz0tuz1)(w,t) _3 O(u1,0+u1,1)(z,t)
5 dt ox ox

r=£(t) o=£(t)
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Par la résolution du systéme précédent, on obtient la solution us; (x,t)

sous la forme :
5
ugy (z,1) = —Zhwz (x)+ f1(t) .z + f2 (1),

ou

R = —2= (Sn-1)ew (2220 4
e () e () 3 (3 e () 500+
+3(%_1> <€Xp< — Xt )—exp >)+3€Xp<t$3)v

(1) e+ (3 -1)nem+

et

L) = 26 (1) -2

5 o\ 4

ter |1+ (5 1) @) - o) -000)].

Apres cela, on calcule us ,, pour m > 2 par la résolution du systéme (2.35).

On a, pour m = 2, la solution us s (z,t) qui s’écrit sous la forme suivante :

h h
Us g (z,t) = agh (aah — 1)y () + 6g1 (t)a:3+592(t)m2+k4(t)a:+c4.

Avec

= —ah (03h — 1) 3 (€ (1) — o1 (V€ (1) + 5 0n (1€ (1) — ha (D€ 1)

et

ka(t) = 3arh(anh —1) @) (€ (1) — ash (azh — 1) ¢ (€ (F)) +

FE) |0+ 29 () — o (0] h— o (D€ (1),

La solution s o (x,t) est donné par :

ib\g,g (iL‘, t) = UJQ,[) (.T, t) + U2,1 (l’, t) -+ ’11/272 (QJ, t)

= (awh—1)% ¢, (z) + Zgl (t) 2 + 2’92 )2 + (ko (t) + kg () T + 2 + 4.
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Tel que :
e = —2u"—(azh — 1), (£(1)) +
# (Tt} lash = D €0) — F (arh— Dy €0)) €0+
43 (anh — 1) (o, (€ () — 1 (0)) + 30 1),
et
) = ~20a= 2 (aah =i, (60 + 2 (aah = Doy (€0 + o + (= 1) (1 (€ 0)
0 ) = Xetg (=22

Ensuite, pour calculer la valeur optimale du parameétre de controle de
convergence h on utilise méthode d’optimisation.
Dans notre cas, on va calculer le résidu carré (1.26) pour chacune des

équations (2.9,2.10). On obtient le vecteur
En(h) = [Evn(h), Eapn(h)].

Il est donc naturel de déterminer la valeur optimale du paramétre de controle
de convergence h comme élément pour lequel nous obtenons la valeur mini-

male de la norme de carré résiduel £,
hope = argmin || E,(h)]| .

Dans le cas considéré, la valeur optimale calculée numériquement du para-
meétre de controle de convergence est égale a —1.23304 (h = —1.23304).

Afin de vérifier la validité de la méthode de gradient conjugué spectral DY
(MSDYCG) modifiée, on choisit n = 2, m = 2 et ¢ = 1075, le point initial est
ap = (2.2,2.5) et le numéro d’étape max nmya, = 100. Les résultats de com-
paraison de DY et MSDYCG sont présentés au tableau 2. Comparativement

a la méthode de gradient conjugué DY, la méthode de gradient conjugué
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MSDYCG est légérement meilleure. L’interface mobile & (t) et uy (x,t) dans
le domaine D; sont obtenues par la méthode analytique d’homotopy avec

optimisation.

HAM 56(75) A5(75) 6’“’1(90,t) A"‘l(m,t)

n=2m=2 0.106821541 0.596098413 0.120987681 0.112637992
n=2m=3 0.200524923 1.185289145 0.300105151 0.290520311
n=2m=3 0.013051824 0.095230516 0.102482151 0.089149258

Tableau 1 : Valeurs de I'erreur dans la reconstruction de la position

de l'interface mobile et de la distribution de température u; (z,t).

HAM nombre d’itération valeur Optimale
DY 50 (1.52,0.48)
MSDYCG 15 (1.509, 0.502)

Tableau 2 : Les résultats de comparaison de DY et MSDYCG
avec A 'erreur absolue et ¢ est ’erreur relative

Ensuite, a 1’aide de la condition (2.16), on peut déterminer la température
ug (x,t) dans le domaine D, par la méthode analytique d’homotopie avec

optimisation. Sans perte de généralité, on peut choisir les fonctions de base

La distribution exacte reconstruite de la température sur la frontiére I'y est
indiquée pour un nombre différent de fonctions de base ¢, (t). En outre, les
erreurs de reconstruction de la température 6 (¢) (sur la frontiere I'y) et de
la distribution de température uq(z,t) sont présentées dans le tableau 3. Les
résultats d’inversion de la fonction 0 (t) correspondent trés bien a la valeur
exacte.La température mesurée u? (t) au temps final t* sur la frontieére I'

est perturbée par l'erreur aléatoire. Ainsi, dans la suite, nous considérons

I'influence des erreurs de mesure sur les résultats. On définit la tempéra-
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ture mesurée uj (t) avec une erreur de 1% et 3%. On peut obtenir linterface
mobile & () et 6 (). Les erreurs de reconstruction de la fonction décrivant
I'interface mobile et les conditions aux limites sont compilées dans le tableau
4 . Les résultats de reconstruction obtenus montrent que les fonctions & (¢) et
0 (t) sont tres bien reconstruites. D’apreés ces résultats, la méthode analytique
d’homotopie avec optimisation est stable avec les erreurs d’entrée. Lorsque
les données d’entrée sont contaminées par les erreurs, ’erreur des conditions

aux limites reconstruites ne dépasse pas ’erreur des données d’entrée.

HAM do(t) AVIS Oz Do (at)

n=2m=2 0.011561001 0.102528115 0.343893109 0.455895191
n=2m=3 0.000803491 0.009320514 0.600249105 0.522471429

Tableau 3 : Valeurs de 'erreur de reconstruction de la température 6 (t)

sur la frontiére I'y et de la distribution de température us (z,t)

Perturbation e New 5ot Do
error on the u! (x)
1% error 0.079156091 0.652855151 0.024903126 0.576231932
3% error 0.121589053 1.090975439 0.059181123 1.296521121

Tableau 4 : Valeurs de l'erreur de reconstruction de I'interface mobile £ (¢)

et la température 6 (t) sur la frontiere T'y.

2.6 Conclusion

Dans cette partie, on a présenté le probléme inverse de Stefan a deux
phases avec des conditions aux limites, lorsque la frontiére libre décrit par
une équation différentielle ordinaire.

Des solutions du probléme inverse de Stefan & deux phases ont été pré-

sentées. Ces solutions de ce probléme sont basées sur les méthodes de dé-
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composition et d’optimisation dont la premiére est la méthode de perturba-
tion d’homotopie associé avec la méthode d’Adomian amélioré alors que la
deuxiéme est la méthode analytique d’homotopie. Aprés, on a présenté un
exemple numérique qui montre l'efficacité de la deuxiéme méthode comme

solution du probléme inverse de Stefan & deux phases.
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Deuxiéme partie

Méthode projective de type
Karmarkar en programmation
linéaire via les fonctions

minorantes
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CHAPITRE 3

Généralités sur la programmation mathématique
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3.6 Calcul d’une solution initiale strictement réalisable 77

Q cause de leur grande importance dans notre étude, ce chapitre intro-
ductif vise a présenter quelques notions de base nécessaires pour le dé-
veloppement ultérieur de cette thése et on insistera en particulier sur I’analyse

convexe, la programmation mathématique et la programmation linéaire.
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3.1 Notions préliminaires

3.1.1 Ensemble et application affine
Définition 3.1 Un sous-ensemble de R™ est dit affine si
Ve,y e F, VAER, (1= Nz + \y € F.

Autrement dit, un sous-ensemble affine F' contient toujours la “droite” pas-

sant par deux de ses points = et y.

Définition 3.2 On appelle hyperplan de R" toute partie affine de dimension
(n—1).

Définition 3.3 Une application :

T:R" — R
r+— T,

est dite affine si :

T(1—=Nz+ Ny = (1 —=NTzx+ Ty, Yz, y € R", VA e R.

3.1.2 Ensembles convexes
Définition 3.4 Un sous-ensemble C' de R" est dit convexe si :
Ve, ye C, YA€ [0,1], (1 -=XNz+ Ay € C,

autrement dit, un sous-ensemble convexe contient toujours le “segment” joi-

gnant deux de ses points x et y. Sachant que :
[yl ={1-Nz+Ay:0<A <1}

Remarque 3.1 Tout ensemble affine est convexe. La réciproque, est fausse

en général.
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3.1.3 Cobnes convexes

Définition 3.5 Un sous-ensemble K est un cone si et seulement si :

Vee K, VA >0, \x € K.

Un cone est donc une union de demi-droites fermées positives issues de 1'ori-
gine, ce dernier peut (ou ne peut pas) appartenir a K.

Un cone est dit pointé ou saillant si et seulement si :
Kn(-K)={0}.
Définition 3.6 1- Tout ensemble de la forme :
K={r€eR":bj2<0,iclCN, b €R"},

est un cone convexe.

2- De méme ’ensemble des solutions du systéme d’inégalités homogenes :
reR": Ax <0,

ol A est une m X n matrice.

3.1.4 Cone de récession
Soit C' un convexe non vide de R”, et a € C, on pose :
Cxla)={deR":a+ e C, VA >0}.
Alors, Cy(a) est un cdne convexe non vide.

Définition 3.7 On appelle cone de récession (ou asymptote) de C l'en-

semble :

Coo = [ Coola).
acC
Un élément d € Cy, est appelé direction de récession.
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Proposition 3.1 [/4] Soit C' un convexe fermé non vide de R", alors :

(C est borné) <= (Cs = {0}).

3.1.5 Fonctions convexes
Soit f une fonction de R" vers R = RU {+00} = |00, +o0] .

Définition 3.8 On dit que la fonction f : R" — ]—o00, +00] est convexe si

I'une des deux propriétés équivalentes suivantes est vérifiée :
i=1 i=1 '

i=1

- Si linégalité (1) est stricte pour = # y et A € ]0,1[, alors f est dite
strictement convexe.

- L’inégalité (2) est appelée inégalité de Jensen.

Remarque 3.2 Soit f une fonction définie sur un sous-ensemble non vide

C de R", on la remplace par ’extension suivante :
f:R" = ]—00,400] =R = RU {+o0}

tel que

. f(z) si rel
flz) = ,
+00  s1non,
Alors,on a f : C C R® — R est convexe sur C si et seulement si son extension

f (définie précédemment) est convexe sur R”.

Lemme 3.1 [/4] Soit f : R" — R alors, f est convere sur R" si et seulement

siVr,d € R" la fonction d’une variable réelle,

Pralt) = f(x+td),

est convexe sur R.
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3.2 Programme mathématique

La programmation mathématique constitue un domaine vaste et riche
dans le domaine d’optimisation et dans I'analyse numérique, et elle traduit

plusieurs probléemes pratiques importants.

Définition 3.9 (Programme mathématique) Un programme mathéma-

tique est en général défini comme suit :

min f(z)
(PA[) reF

F={zeQCR":hj(z)<0, j=1,...,pet gi(x) =0, i=1,....,m},
ou hj, g; sont des fonctions de R® — R et I’ensemble Fest appelé ensemble
des contraintes (ou des solutions admissibles), dit aussi domaine de faisabilité.

La fonction f : R® — R est appelé fonction objectif ou économique.

Définition 3.10 (Solution réalisable) On appelle solution réalisable de

(PM) tout point z vérifiant les contraintes i.e., x € F.

Définition 3.11 (Solution optimale globale) On appelle solution opti-
male globale de (PM) toute solution réalisable (notée x*) qui minimise f sur
F.

L’ensemble des solutions optimales globales est noté par : arg m}n f(z).

Définition 3.12 (Solution optimale locale) Un point z* € F est une

solution optimale locale de (PM) si :
39 (voisinage) de z* tel que f(z*) < f(z), Vx € 9.

L’ensemble des solutions optimales locales de (P M) est noté par : locm}i_n f(z). Nous
avons toujours :

argmf}nf(fr) C Iocm}l_nf(T)
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e Une contrainte d’inégalité h;(x) < 0, Vj =1, ..., p est dite saturée (active)
en z* € F, si :hj(z*) = 0. Une contrainte d’égalité est par définition
saturée en tout point x de F.

e La classification de (PM) et son traitement numérique sont établis & par-
tir des propriétés fondamentales des fonctions f, g; et h; & savoir la
convexité, la différentiabilité et la linéarité. Parmi les cas particuliers

les plus étudiés on note :

- (PM) est un probléme linéaire si f est linéaire, g;, h; sont affines et F

ortant positif.

- (PM) est un probléme différentiable si les fonctions f, g;, h; sont toutes
différentiables.

- (PM) est un probléme convexe si f et h; sont convexes et g; affines.

La classe modele des (PM) est celle des programmes convexes différen-
tiables, les programmes non convexes ou non différentiables sont difficiles &
traiter. Enfin, le cas le plus simple est celui de la programmation linéaire ou

f, gi et h; sont affines.

Remarque 3.3 Le probléme d’optimisation précédent consiste :

- Soit & chercher un point optimal.

- Soit, si un tel point n’existe pas, on cherche une borne inférieure a f.

- Soit a établir que f est non bornée inférieurement sur F, auquel cas on
adopte la convention :

1I]1Eff(:17) = —o0.

Lorsque F est vide, on pose par convention :

ir}ff(:c) = +o00.
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3.2.1 Qualification des contraintes

Définition 3.13 On dit que la contrainte h;(z) < 0 est active ou saturée en

T € F si hy(T) = 0. On introduit alors I’ensemble :
I(x) ={i: hi(z) =0}.
c-a-d. une contrainte d’égalité est saturée.

Définition 3.14 Un point T € F est dit régulier (on dit également que les
contraintes sont qualifiées en T) si les gradients des contraintes saturées en ©

sont linéairement indépendants.

Il existe aussi deux critéres usuels de qualification en tout point de F, a

Savoir :

. Si toutes les contraintes sont affines, on a le critére de Karlin (1959)
suivant : Si F est un polyedre convexe (i.e., h;, g; sont affines), alors les
contraintes sont qualifiées en tout point réalisable.

. Si F est défini uniquement par des inégalités, on a le critére de Slater
(1950) suivant : si g;(7) est convexe pour tout ¢ = 1, n et qu’il existe un point

2 € F tel que g;(2°) < 0, (int(F) # 0).

3.2.2 Conditions nécessaires d’optimalité

La théorie de Karush-Kuhn-Tuker (K.K.T) permet d’écrire les condi-
tions nécessaires d’optimalité pour tout probléme d’optimisation avec contraintes

possédent une fonction objectif différentiable.
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Théoréme 3.1 [44] (Karush-Kuhn-Tuker) Soit T € F satisfaisant l'une
des conditions de qualification et supposons que f, g; et h; sont de classe
Cl sur R™. Si T est un minimum local du probléme (PM) alors, il existe un

vecteur X € RY et yp € R™ | tel que :
p m
V@) + > \Vhi(@) + > 1;Vei(T) =0  (condition d’optimalité),
=1 =1

Nihi(Z) =0, j=1,..,p (condition de complémentarité),
¢:(T)=0,i=1,..,m.
Si de plus les fonctions f, gi, h; sont convexes, les conditions d’optimalité
précédentes sont a la fois nécessaires et suffisantes pour que T soit un opti-

mum global pour (PM).

Remarque 3.4 1- les A\; et p; sont appelés multiplicateurs de Karush-
Kuhn-Tuker.

2- Si les contraintes ne sont pas qualifiées en 7, les conditions de (K.K.T)
ne s’appliquent pas ( T peut étre optimal sans vérifier ces conditions).

3- Les problémes avec contraintes de type (PM) peuvent souvent étres trans-
formés en problémes sans contraintes a ’aide des multiplicateurs de Karush
Kuhn Tucker (KKT). Cette méthode qui nous permet de trouver les point
stationnaires 7 de la fonction f, revient en effet a associer a chaque contrainte
un scalaire inconnu A; et ;.

4- Dans le cas particulier ou p = 0, les conditions précédentes sont appelées
les conditions de Lagrange et s’écrivent comme suit :

Si T est un optimum local, alors il existe y; € R, i =1, m tel que :

Vi) + iungi(T) =0

J

gi(T) =0 i=1,m.
Théoréme 3.2 [44] Pour un programme conveze, tout optimum local est un

optimum global.
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3.2.3 Existence et unicité d’une solution d’un (PM)

Théoréme 3.3 [45] (Weirstass) Si [ est une fonction continue sur F C
R" et F est compact (fermé et borné), alors (PM) admet au moins une

solution optimale v* € F.

Corollaire 3.1 [/5] Si F C R" est non vide et fermé et si f est conti-
nue et coercive sur F (au sens que f(r) — +oo lorsque v — +00), alors

(PM) admel au moins une solution optimale.

Théoréme 3.4 [/5] Si | est strictement conveze et 'ensemble F est convexe,

alors (PM) admet une solution optimale unique.

Remarque 3.5 La stricte convexité n’assure pas l'existence de la solution

mais assure 'unicité.

Cas général

Théoréme 3.5 [}5] Soit v — f (x) une fonction de F vérifiant :
1. f(x) — o0 sil|jz||z — o0,v € F.
2. x— f(x) est s.c.i et conveze.

Alors, il existe un élément u € F tel que :

f(u) = inf f ().

reF

Cet élément est unique si f est strictement conveze.

3.2.4 Fonction de Lagrange et dualité lagrangienne

La fonction Lagrangienne (ou lagrangien) associée au probléme (PM) est

défini par :
Lz, A\ p)=f(z)+ Z Ahji(z) + Z pgi(x).
=1 i=1
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Le dual de (PM) est le programme mathématique (DM) suivant :

inf £(z, \
sup inf (2, A, 1)

(DM)§ v, L(x, 0 p) =0
AeRE, peR™

La dualité joue un role fondamental dans I’étude et la résolution de (PM).

Entre autre, elle fournit des informations supplémentaires trés utiles.

3.3 Programmation linéaire

La programmation linéaire est une branche de 'optimisation permettant
de résoudre de nombreux problémes économiques et industriels.
Dans cette section, nous étudions des problémes de minimisation pour

lesquels la fonction objectif et les contraintes sont linéaires.

Définition 3.15 Un programme linéaire, c’est :
e Un ensemble de n variables réelles xq, ..., ;.
n
e Un ensemble de m contraintes Y a;;x,;(<,>,=)b; pour i = 1,...,m.
i=1
n
e Une fonction d’optimisation f(xy,...,z,) = c;x; & minimiser ou maxi-
i=1
miser.
Un programme linéaire est un systéme d’équations ou d’inéquations appelées
‘contraintes’ qui sont linéaires et & partir desquelles on doit optimiser une

fonction également linéaire appelé ’objective’ (économique) sous la forme :

Opt (Zl (‘JI'J)
j=

=1

xz; > 0. j=1,...,n,

\
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ou sous la forme matricielle :

Opt (c'x)
(PL)q Az(<,>,=)b

x> 0.

tel que :

e Opt = max ou min.

o clx = zn: c;x; est la fonction & optimiser.

o clx e ﬁ%_"l est le vecteur coft.

o b € R" est le second membre.

o A= (a;;)1cizm € R™" est la matrice des contraintes.

1<j<n

3.3.1 Formes usuelles d’un programme linéaire

Un programme linéaire est mis sous forme canonique si toutes les contraintes
sont des inégalités, si ces derniéres sont des égalités le programme est mis
sous la forme standard.

a) Forme canonique :

Un programme linéaire (PL) est sous forme canonique si toutes les contraintes

sont des inégalités, c’est-a-dire qu’il s’écrit sous la forme :
min ctz
(PL)q Az <b

x>0,

ou AeR"™" c,x e R", b e R™.
b) La forme standard :

Un programme linéaire (P L) est sous forme standard si toutes les contraintes
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sont des égalités, c’est-a-dire qu’il s’écrit sous la forme :
min ¢’z
(PL)S Az =1b
x>0,

ou A€ R™" ¢c,x € R, beR™

On peut toujours passer d'une forme a une autre en introduisant des

variables d’écart comme suit :
1) Ramener (PL) de la forme standard a la forme canonique par 1’équi-

valence suivante :
Ar=be Az < bet Az > b.

2) Ramener (PL) de la forme canonique & la forme standard se fait comme

suit :

Ar<b=Ax+y=bavecy>0ouAdr >b= Axr—y=">bavecy > 0.

3.3.2 Dualité en programmation linéaire
A chaque programme linéaire est associé un autre programme linéaire

appelé dual.
Soit un programme linéaire (PL) standard, son programme dual (DL)

est défini comme suit :
max by

(DL)§ Ay <e
y € R™,
ce qui est équivalent a :
max by
(DL) Aly+s=c¢
yeR™ s>0,
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ou s € R" désigne une variable d’écart. Les ensembles des solution réali-
sables et strictement réalisables de (PL) et (DL) seront notés respectivement
Fp,F2, Fp et F2. Ainsi, on a :
Fp = {zeR" Az =b,x >0}
F) = {z€R", Az =b,z > 0},
et
Fp = {(y,s) cER™xR" Aly+s=c,s> 0}
Fp = {(y,s) ER"xR" A'y+s=c,s>0}.
Théoréme 3.6 (dualité faible) Si x et y sont respectivement des solutions
réalisables pour (PL) et (DL) alors :
bly < cz.
Théoréme 3.7 [}3] (dualité forte) Si x et (y,s) sont respectivement des
solutions réalisables pour (PL) et (DL) tel que :
by = 'z,
alors x et (y,s) sont des solutions optimales (respectivement) de (PL) et

(DL).

Théoréme 3.8 [43] Soient x et (y,s) respectivement des solutions réali-
sables pour (PL) et (DL). On appelle saut de dualité, la quantité suivante :

do —by=cr—2'Aly =2 (c — Aty) = a's.

- Si I'un des problémes (PL) et (DL) admet une solution optimale finie,
il est de méme pour 'autre, et les valeurs correspondantes des objectifs sont
égales.

- Si l'objectif d’un probléme (dual ou primal) n’est pas borné, l'autre

probléme n’admet pas de solution réalisable.
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3.3.3 Résolution d’un programme linéaire
Méthode du simplexe

Cette méthode a été développée a la fin des années 40 par G.Dantzig.
Elle tient compte systématiquement des résultats établis précédemment. Elle
évolue sur la frontiere du domaine réalisable de sommet en sommet adjacent,
en réduisant la valeur de 'objectif jusqu’a 'optimum. Un critére d’optimalité
simple permet de reconnaitre le sommet optimal. Le nombre de sommet étant
fini, I’algorithme ainsi défini converge en un nombre fini d’itérations n’excé-
dant pas le nombre C]" = #Lm), sous I’hypothése que tous les sommets
visités sont non dégénérés.

Dans le cas dégénéré ’algorithme risque de cycler, cependant il existe des
techniques convenables pour éviter ce phénomeéne. En général, la méthode du
simplexe posséde un comportement numérique tres satisfaisant confirmé par
ses applications multiples dans la résolution d’une large classe de problémes
pratiques. En théorie, la méthode n’a pas autant de succes, elle est plutot

jugée inefficace & cause de sa complexité arithmétique exponentielle qui est

de lordre de O (2") opérations.

Méthode de points intérieurs

Actuellement, les méthodes de points intérieurs sont devenues compéti-
tives a la méthode du simplexe surtout pour les problémes de grande taille
(>10000 variables ou contraintes) [57].

On désigne par méthode de points intérieurs, toute procédure de résolu-
tion générant une suite de points appartenant a 'intérieur relatif du domaine
réalisable et convergeant vers une solution optimale.

Ces méthodes ont été développées dans les années 60 dans le but de
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résoudre des programmes mathématiques non linéaires. Leur utilisation pour
la programmation linéaire n’a pas regu autant d’enthousiasme & cause de la
dominance quasi totale de la méthode du simplexe a cette époque. Aprés
I’apparition de l'algorithme de Karmarkar en 1984 pour la programmation
linéaire, les méthodes de points intérieurs ont connu une véritable révolution.
On enregistre plus de 3000 publications en quelques années.

Il y a, principalement, trois grandes catégories de méthodes de points
intérieurs a savoir :

- Méthodes affines.

- Méthodes de trajectoire centrale.

- Méthodes de réduction du potentiel.

La premiére méthode affine (affine methods) a été proposée par Dikin
(1967), pour la programmation linéaire et la programmation quadratique.
C’est une méthode primale, performante en pratique, quoique sensible au
choix initial, il n’y a pas de démonstration de complexité polynomiale. Elle
est simple et ne nécessite ni transformation projective, ni fonction potentiel,
ni préparation du probléme.

Les méthodes de trajectoire centrale (path-following methods) sont arti-
culées autour du chemin central, leur principe revient a définir un certain
voisinage autour du chemin central, et a faire évoluer les itérés a l'intérieur
de ce voisinage tout en progressant vers la solution.

La complexité polynomiale est garantie (le terme barriére joue le role
d’un potentiel). Les performances numériques sont meilleures que celles des
méthodes affines.

Les méthodes de réduction de potentiel (potential reduction methods) ne
suivent pas explicitement le chemin central. Elles utilisent une fonction poten-

tiel logarithmique. Ces méthodes n’est pas la simplicité des méthodes affines,
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et n’ont pas requ beaucoup d’attention au niveau des tests numériques. Ceci
est peut étre di aux difficultés algorithmiques rencontrées au départ. Elle
sont, cependant, plus attractives pour au moins les deux raisons suivantes :
B Leur complexité polynomiale est garantie.
B Elles peuvent devenir trés efficace, avec une bonne recherche linéaire
sur la fonction potentiel.

Ces méthodes jouent un role important dans ’étude et la résolution des
programmes mathématiques & grandes dimensions. Elles sont développées
lorsque Karmarkar (1984) a proposé un algorithme polynomial de complexité
O(n*°L), efficace en pratique, basé¢ sur une méthode de points intérieurs.
L’intérét pour ces méthodes, principalement, développées depuis les années
60 par Dikin (1967) [22] et Fiacco et McCormick (1968) [24], a connu un
renouveau pour les problémes non linéaires et a ouvert un nouveau domaine
pour les problémes linéaires. La distinction entre la programmation linéaire
et non linéaire n’était plus aussi nette.

Den Hertog (1994), a classé les méthodes de points intérieurs en quatre
catégories :

- Méthodes affines.

- Méthodes de réduction du potentiel.

- Méthodes de trajectoire centrale.

- Méthodes projectives avec potentiel.

Dans la suite de ce travail, on s’intéresse a la résolution d’un programme

linéaire en utilisant la méthode projective de Karmarkar .
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3.4 Méthode projective de Karmarkar

En 1984, Karmarkar [42] ouvre un nouveau volet dans la programmation
linéaire et les méthodes de points intérieurs. L’algorithme de Karmarkar est,
donc certainement, I'un des progrés les plus significatifs dans le domaine de

la programmation mathématique.

3.4.1 Probléme linéaire traité par Karmarkar

La méthode de Karmarkar est destinée a résoudre les problémes de la

forme :

min ¢ z=2*=0
(PK) Ar =0
reS,={xeR"/elr=1 >0},
ot ¢ € R" ( vecteur coiit ), b € R™, A est une matrice m x n réelle de plein
rang (rg A=m<n)etel =(1, 1, ..., 1)' € R".

Ayant comme solution strictement réalisable le centre du simplexe S, :

Remarque 3.6 1 - Sile systéme des contraintes n’est pas homogene (Ax = b, et b # 0),

ou si la valeur optimale est connue et non nulle, 1’égalité :
elr =1,

permet de se ramener facilement a la forme (PK). En effet, il suffit d’écrire :
Az = b,

sous la forme :

(Az = bel ) = (A —bel) z = 0.
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Ainsi opérateur précédent devient :
Az =0 avec A = A — bel,.

De la méme maniere, si :
Ao = 2"

Multiplions le 2*™¢ membre de ’equation précédente par :

etx =1,
pour obtenir :
(o —z'elz =0) = ((¢ — 2"¢}) 2 =0).

Posons :

(5t =c - z*e;) = (étx = O) .
2 - I’ignorance de la valeur optimale, ne constitue pas une difficulté, car
il existe plusieurs variantes qui approximent cette valeur.

3 - Le probléeme (PK) peut étre vu comme suit :

Trouver x > 0 tel que :

dr=0
Arx =0
elrx=1
z > 0.

3.4.2 Algorithme de Karmarkar
Transformation projective de Karmakar

D’apreés plusieurs auteurs, la transformation projective joue un grand role

pour comprendre les méthodes de points intérieurs en général. Pour cela,
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Karmarkar utilise & chaque itération la transformation projective T} :

Tk . Sn—>Sn

r—y =T (z),

ou
D 'z
T, (v) = —E—,
e (@) et D, '
et
N _ Dyy
=71 Tt =
T v (y) avec T~ (y) o Doy

tel que : Dy = diag (lk) .

X = diag (x) est la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont
les composantes du vecteur x, d’ou X e, = . X ! est la matrice inverse de
X.

Le principe de I'algorithme de Karmarkar pour résoudre un probléme de
la forme (PK) ,consiste a construire a partir d’un point initiale 2°, une suite
de points intérieurs qui converge vers une solution optimale du probléme
(PK).

Pour ramener 'objectif (c‘x) a zéro, on le projéte par la projection Py et
on le minimise localement sur une sphere inscrite dans la région réalisable
du probléeme (PK).

A chaque itération k, l'itéré (x’“ > 0) est renvoyé au centre du simplexe
S, par la transformation T} et ainsi de suite, jusqu’a ce que le test d’opti-
malité (c'x < &) soit vérifié.

Pour plus de détails sur la description de la méthode, une présentation

trés détaillée de la méthode de Karmarkar est décrite dans [9] et [43].

Algorithme de Karmarkar

Début de I’algorithme
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Initialisation

Tant que c'z > ¢ faire

Etape 0 : (Construire la matrice des contraintes By)

Dy = diag (xx)

A, = AD,
A
B, = »
et

n

Etape 1 : (Calculer la projection py)

e = [[ — B! (ByBL)”" Bk} Dyc
_ 1
- {[ — AL (ARAL) T A, — —eneg] Dyc.
n

Etape 2 : (Normaliser la projection py)
gt = P
1P|

Etape 3 : Calculer I'itéré suivant :

.e 1
kb= d¥, r= ——— avec0 < a <1,

n vn(n—1)
a est le pas de déplacement.

Etape 4 : (Revenir au probléme initial par T} ')

DyyF

k=Fk+1.
G%Dkyk’ *

2 =T (yk) _

Fin tant que.

Fin Algorithme.
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Remarque 3.7 Le calcul de la projection p; constitue 'opération la plus
coliteuse dans 'algorithme. L’efficacité pratique de I’algorithme dépend, en
grande partie, de la maniére du calcul de p;. De méme, la vitesse de conver-
gence de l'algorithme dépend du pas de déplacement. En effet, plus « est
grand (o > 1 tout en conservant la faisabilité stricte) plus l'algorithme

converge vite.

3.4.3 Fonction potentiel & convergence

Pour établir la convergence de ’algorithme, il faut montrer que :
okt
gt S

ol 0 < gg < 1 est indépendant de k.

Or, il est difficile de trouver directement ¢y. Pour surmonter cette diffi-

culté, Karmarkar associe a ’objectif linéaire 'z la fonction potentielle loga-

rithmique suivante :

F(a) zilog B

(2

définie sur ’ensemble de la stricte réalisabilité :

%:{xER”, x>0, Az =0, e;le}.

3.5 Etude des performances de l’algorithme
de Karmarkar (calcul de la projection p;)

On a:
- 1
pr = {I — AL (AR AT Ay - ~ene, | Dic.

n-n
Posons :

u = (AkAi)il AkaC,
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donc

Par conséquent, le calcul de pg, repose en grande partie sur la résolution
du systéeme d’équations linéaires précédent.
Meéthode de résolution du systéme (A ALu = ApDyc) :
Les méthodes de résolution du systéme linéaire se divisent en deux caté-
gories :
a- Les méthodes directes : factorisation, par exemple : méthode de
Crofit, élimination de Gauss, Cholesky..etc.
b- Les méthodes itératives : multiplication du type matrice - vecteur,
par exemple : Jacobi, Gauss-Seidel...etc.
Propriété du systéme su-considéré : La matrice AAL du systéme est
symétrique, définie positive. Les méthodes les plus réputées dans ce cas sont :

a- La factorisation de Cholesky qui est une méthode directe, cas ou la
dimension du systéme su - considéré est petite.

b- Les méthodes du type gradient conjugué qui sont des méthodes itéra-
tives, ceci correspond au cas ou la dimension du systéme étudié est impor-
tante.

Propriétés de la méthode :

a- Elle nécessite la préparation du probléme dans le cas général sous la
forme (PK).

b- Son comportement numérique est signifiant, surtout pour les grandes
dimensions [57].

c- C’est une méthode polynomiale.

d- L’algorithme de Karmarkar est un algorithme du gradient projeté, avec

dilatation d’espace a chaque itération.
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3.5.1 Généralisation de P’algorithme de Karmarkar
Soit le programme linéaire générale écrit sous la forme standard suivante :

min clx = z*
(PL) Ar=b

x>0,

ou

A 6 ]R'HLX'H) b e :ll%’ﬂl,7 c E RH,.

La transformation projective de Karmarkar est définie par :

T, : R — R

r —y=T, (z),

tel que :
f £y
a; .
Y = TN avec 1 =1, ..., n
v=Tw= 1+ (%)
i=1 \ @i

Yni1 = 1= >y,

\ i=1

nous permet d’associer & (PL) le programme linéaire suivant :
min (Dye , —2*)'y =0
P(zr) { Afy=0
Y € Spi1-
ou
AF = (ADy, , —b) € R™*(+D),
Nous avons donc deux possibilités :

a- z* connue : On obtient la forme (PK), Par conséquent, on utilise

la transformation projective de Karmarkar.
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b- z* inconnue : Karmarkar propose deux variantes :
1) La methode ’primale-duale’.
2) La "sliding objectif function method" qui consiste a localiser la valeur

optimale dans un intervalle suffisamment petit.

3.6 Calcul d’une solution initiale strictement
réalisable

Un point strictement réalisable de (PL) est une solution du probléme :

Trouver x

Ax=0b, z > 0.

(R)

En utilisant la technique de la variable artificielle, le probléeme (R) est équi-

valent au probléme suivant :

min A
(P1)§ Az + X (b— Aa) =1
x>0, A>0.

Tel que a > 0 est choisi arbitrairment dans l'orthant positif et \ est une
variable artificielle. Posons y = (z, A), (P1) est équivalent au programme
linéaire :

min cly = z*=0
(P) /_ly =b
y >0,
ot c=(0,..,0,1)" € R™ A= (A, b— Aa) € R™*(+1),
(P,) verifie les hypotheéses de Karmarkar :
1- 2 = 0.

2- y = (a, 1) solution strictement réalisable de (P;).
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3- La matrice A est de plein rang, rg ([1) =m<n+1.
La résolution de (R) se rameéne a celle de (P,). Plus précisément Karmar-

kar démontre le théoréme suivant :

Théoréme 3.9 [42] Pour eq > 0 telles que : les deuz propositions suivantes

sont équivalentes :

1) 2 est une solution strictement réalisable de (R).

2) (P,) admet une solution optimale (z, \) telle que A < .
La solution optimale de (R) représente une solution réalisable de (P;), ce

qui régle le probléme d’initialisation posé, cette étape s’appelle la phase 1 de
Karmarkar.

L’opération la plus cotteuse, dans ’algorithme de Karmarkar y compris
ses variantes, est le calcul de la projection & chaque itération. L’objectif
du troisiéme chapitre est de remédier & cette difficulté. A cet égard, notre
travail consiste a introduire une fonction minorante qui remplace le calcul de
la projection & chaque itération, cette fonction minorante est simple, d’une

seule variable et elle facilite le calcul du pas de déplacement.
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CHAPITRE 4

Adaptation des fonctions minorantes dans la méthode

projective de Karmarkar en programmation linéaire
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I a programmation linéaire est certainement 'un des plus beaux succes de

la recherche opérationnelle. Ce succé provient d’une part, de la puissance
de modélisation qu’elle offre, malgré la limite inhérente qu’impose la linéarité

des fonctions impliquées, et d’autre part, de la richesse de la théorie qu’elle
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a initié et qui a permet le développement d’algorithme extrémement efficace
pour sa résolution.

Vers les années quarantes, G. Dantzig présenta I’algorithme de la méthode
du simplexe. Ce dernier, trés utilisé dans la résolution des problémes réels,
présente, cependant, des comportements théoriques de ceux rencontrés en
réalité. Dés le début de son emploi, les mathématiciens n’ont cessé a chercher
des algorithmes meilleurs et plus efficaces, capables d’évoluer en parcourant
les sommets adjacents d’un polyédre jusqu’a concourir la solution optimale
[45].

Toutefois, beaucoup de techniques ont été développées (par exemple, la
programmation non linéaire) sans avoir arrivé a concurrencer la célébre mé-
thode du simplexe [29]. Cette derniére est considérée, jusqu’a la fin des années
soixante, la plus avantageuse en programmation linéaire.

A partir des années soixante dix, on soupconnait de son efficacité. Ainsi,
plusieurs chantiers ouvrent leur porte vers les possibilités d’utilisation des
algorithmes du type polynomial avec un nombre minimal d’itérations. Vers
1979, Khachiyan a clarifié la différence entre le comportement pratique de la
méthode du simplexe et de son plus mauvais comportement.

A partir des débuts des années quatre vingt, Karmakar développa un
algorithme polynomial et donna suite & des études trés importantes relatives
a la programmation linéaire [9, 42].

Deés lors, les problémes de programmation linéaire et non linéaire sont de-
venus des thémes de recherche trés convoités depuis la relance des méthodes
de points intérieurs issues des nouvelles investigations apportées par Karmar-
kar et autres. En effet, ces méthodes avec leurs éléments nouveaux s’avérent
tres intéressantes pour un traitement descend de la programmation linéaire

allant de D'aspect théorique pur a ’aspect numérique proprement dit. Les
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méthodes de points intérieurs s’averent efficaces pour les problémes d’optimi-
sation & grande taille a cause de leur caractére polynomial. Den Herty (1994)
a classé les méthodes points intérieurs en trois catégories : méthodes affines,
méthodes de réduction de potentiel et les méthodes de trajectoire centrale
[76]. Les méthodes de points intérieurs ont fait ’objet de plusieurs travaux de
recherche, effectués par Den Hertog [21], Nestrov et Nemirovski [63], Roos,
Terlaky et Vial [67], Wright [76], Ye [77],...etc. Plusieurs algorithmes ont
été proposé pour résoudre les problémes de programmation linéaire, par les
méthodes projectives et leurs variantes [16, 62], les méthodes de trajectoire
centrale [6, 8] et les méthodes barriéres logarithmiques [18, 47].

De méme, depuis les années 90, les méthodes de points intérieurs sont
devenues intéressantes aprés leurs lancements par Karmarkar en 1984. Au-
jourd’hui, les méthodes de point intérieur sont des vrais concurrents pour la
méthode du simplexe surtout pour les problémes de grandes dimensions [57].

L’objectif de ce chapitre est d’appliquer 'idée de A. Leulmi et al. [48]
des fonctions minorantes dans la Programmation Semi Définie Linéaire SDP
au niveau de la phase 2 pour trouver une solution optimale de (PL). Cette
nouvelle technique basée sur une fonction minorante introduite pour le calcul
du pas de déplacement, et ce dans le but de réduire le cott calculatoire de

I’algorithme de Karmarkar.
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4.1 Position du probléme

Dans tout ce qui suit, on adopte les conventions suivantes :

Le vecteur

e € R™ est le vecteur dont toutes les composantes sont égales & 1, étant donné

un vecteur x € R", X est la matrice diagonale dont les éléments diagonaux

sont les composantes de z (i.e., X = diag {z}). L’algorithme de Karmarkar

s’applique au probléme suivant :

(

(ka)

\

min (¢,x) =0
Axr =0
z>0

x #0,

ou ¢ € R™ et A est une matrice m x n de rang m.

Les hypotheses suivantes sont assumées :

1. Ax=0etz>0= (c,x) > 0.

2. On connait un point x > 0 tel que Az =0 et (¢, z) > 0.

3. On sait que le probléme (ka) a des solutions.

On pose :

C={x:Ax=0,2> 0,2 #0}.

Si Z est solution de (ka) alors kT avec k > 0 est aussi solution.

On peut ainsi procéder a une normalisation de x et considérer par exemple

le probleme linéaire suivant :

(pk)

;

minclz =0
Az =0

(e,x) =n

x> 0.
\

On note que I'ensemble des solutions optimales de ce probléme est un
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polyédre convexe contenu dans la frontiére relative de I’ensemble des points

réalisables.
4.2 (énéralisation du probléme de base
Soit le programme linéaire générale écrit sous la forme standard suivante :

min cdlz = 2*

(PL)S Az =1
x>0,

ou A e R™" c,x € R",beR™
Si la valeur optimale est connue & priori mais non nulle, et si le systéme

de contraintes est de la forme :
Ax =b,0#0,

on peut ramener ce probléme au probléme de base en introduisant le chan-

gement de variable :
y i)
Yn+1

aveci=1,...,nety >0,

La transformation projective de Karmarkar est définie par :

1o : R} — Spq

zr—y="T,(z),

tel que :
Y = ‘Ti avecti=1,...,n
y="T.(z) = E=E
Ynp1 =1 — ;yi;
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donc (PL) se transforme & :

min ot YL = 2+
Yn+1

(PL1){ A¥E —p
Yn+1
Yn+1 —

alors les probléeme :

min ¢’y [i] = 2*Yn 11
(PL1)§ Ay li] = bynia

> 0i=1,...,n,

Yn+1 —
min c'y [i] = 2*Yn1 =0
(PL1)§ Ay[i] = byura =0

i >0i=1,...,n
Yn+1

)
min 'y = 0

y =0,

sont équivalents, avec : ¢ = (¢, —z*) et A’ = (A, =Db).

4.3 Calcul du pas de déplacement par la tech-

nique des fonctions minorantes

4.3.1 La fonction potentiel

La convergence de I’algorithme est basée sur la fonction suivante, appelée

" fonction potentiel multiplicative ", définie pour tout =z € C' et > 0, par :

)"
f(z)=-—F—,
i=1

—~
o
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que 'on prolonge par semi-continuité sur C.
On peut aussi considérer la fonction " fonction potentiel logarithmique ",
définie par :

g(z)=Inf(x) =nln({c,x)) — Zln (x;),

La fonction f vérifie les propriétés suivantes :

1) 0 < f(z) < +oosix > 0et Ax = 0.

2) f(x) = 400 si x appartient a la frontiére relative de C sans étre
solution de (ka).

3) f(x) =0 si x est solution de (ka) ou si x = 0.

4) f(kx) = f(x) pour tout z € C et tout k > 0.
Preuve. 2) Il est clair que f(r) = +oo si x appartient a la frontiére relative
de C' (un au moins de z; est nul) et si on a (e,z) > 0.

3) Supposons maintenant que x est solution de (K a), considérons la fonction :
t" {a, z)"

=1

0(t) = f(x + (T —x)) =

Un des z; au moins étant non nul, 6(¢) tend vers 0 lorsque ¢ tend vers 0. m
Ainsi, le probléme (ka) consiste a trouver les solutions optimales du pro-

bléme :

4.3.2 Description de I’algorithme :

Partant du point z € C qui est connu, 'algorithme de Karmarkar est

une méthode de descente qui géneére, en raison du caractére barriére de la
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fonction objectif f, une suite de points tous contenus dans l'intérieur relatif
de C, d’ou la dénomination de méthode de points intérieurs. Nous allons
décrire le passage de l'itéré initial x a I'itéré suivant .

On suppose que l'itéré 7 vérifie = > 0 et Az = 0.

Normalisation :

On normalise z par la relation :

de maniére & avoir (z,x) = n.

Direction de descente :

Dans ce paragraphe, on s’interesse au calcul de la direction de descente.

Il est facile de voir que :

avec

=1

Les conditions AZ = 0,7 > 0 et T # 0 se transposent en :
AXz=0,z>0et z #0.

Posons B = AX.

Le probléme (km) est équivalent au probléme :

(

ming(z) =0
Bz=0
z2>0

\ 2z #0,

(kmz)
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e est solution réalisable de ce probléme et on a g(e) = (b,e) = 1.
Puisque on a g(kz) = g(z) pour tout z > 0 et tout k& > 0, on travaillera

sur le probléme normalisé suivant :

Il est facile de voir que la matrice (A’ x) est de rang m + 1, il en est
de méme de la matrice (B',¢e). L’'obtention d’une direction de descente de
Newton au point e pour le probléme (kz) s’obtient en résolvant le probléme

quadratique :

min 1 (Vg () d.d) + (Vg (e) . d)
(PQ)S Bd=0
(e,d) = 0.
Pour cela, introduisons la matrice :

-1

P=1-(B'e) |(B.) (B'e)| (B'e)",
qui correspond & la projection sur le sous espace linéaire :

E={d:Bd=0,{e,d) =0},

on a :

P2:P:Pt,PBt:0etPe:0.

Il est facile de voir que :

PVg(e) = Pbet PV3g(e)P =14 n(n—1)Pbb'P,

87



Chapitre 4. Adaptation des fonctions minorantes dans la méthode projective de
Karmarkar en programmation linéaire

le probléme quadratique est équivalent au probléme :

min% <V29 (e)d, d> + (Vg (e),d)
Pd = d,

dont la solution optimale est colinéaire & :
d=—Pb=—PVyg(e).

La direction d coincide donc avec la direction donnée par le gradient
projeté. Nous nous intéressons maintenant a quelques propriétés de d.

Tout d’abord on a :
<d7€> = —<Pb,€> = —<b,P€> = 07
on observe ensuite que I'on a d’une part :

z:{e,z) =n z:{e,z) =n z:{(e,;z) =n
C C

Iz —el® < 7% 220 Iz =€l < n(n—1)

et d’autre part :
(

min (b, 2z —e) = —1
Bz=0
(e,z) =n

z >0,

\

et puisque P(e —z) =e—Z:
(b,z—¢e) = (Pb,z—e),

on obtient :
|Pbll /= < 1< 1P| y/n (n = 1),
n J—

donc en résumé :

(d.b) = —||d||* = — |[Po||*, (d.e) = 0
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et
1 D) n—1
n(n—1) < |l < n

Dans ce qui suit, on dénote par d et o la moyenne et 'écart type du

(dy,ds,...,d,). On a :

n

-1 1 |d|? n—1
d=-Y di=0et ——— <o’="" < :
nzz Oe nZ(n—l)_g n ~ n?

=1
4.3.3 Calcul du pas de déplacement

I consiste & obtenir une valeur o > 0 telle que 'on ait (e + ad) > 0 et
qui donne une décroissance significative de p,(a) = In(g(e + ad)). Puisque
I'équation @) (a) = 0 ne peut pas étre résolue explicitement, dans une grande
classe de probleme d’optimisation, donc il est normal de penser a des mé-
thodes itératives de résolution. On peut aussi appliquer a ¢, une méthode
de recherche linéaire classique. Dans les deux cas, cela nécessite plusieurs
évaluations de la fonction ¢, et de sa dérivée et donc c’est cotuteux. Notre
démarche consiste a minimiser une minorante ¢ de la fonction ¢, dont on

peut obtenir le minimum de fagon explicite. Rappelons que :
o (@) =nln (L —alld]*) =) In(l+ad;),
i=1

il est claire que ,(0) = 0.

On a besoin du théoréme suivant pour trouver la fonction minorante de

().
Théoréme 4.1 [18] Supposons que les x; > 0 pour touti = 1,2,...,n alors :

nln(z—o,vVn—1) <A< Zln(xi) <B<nln(z),
i=1

avec !

A=(n—1) (j—l— h) Fn (7 - /i —1)
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et

B—ln(i—l—ax\/E)—i—(n—l)ln(a‘:—%),

tels que T et o, sont respectivement, la moyenne et [’écart type d’une sé-
rie statistique {1, Ta, ...,z } de n nombres réels. Ces quantités sont définies

comme suit :

n

Z et o2 Zx2—x2 %Z(w,—f)Q

i=1 =1 i=1

3|>—‘
BI’—‘

Dans ce qui suit, on prend z; = 1 +ad;,i = 1,...m,onaz = 1+ ad

et 0, = aoy. En raison de ce théoréme on a :

;ln(lJr(ydi) >(n—1)ln <1— \/%) +In(1+o0avn—1),

et donc

nln (1 — ntoQ)—zn:ln(l—i—dit) > nln (1 — nta2)—(n —1)In <1 o )—ln (1 +oavn — 1) .

Y n—1

Alors on obtient la fonction minorante suivante :

¢(a) =nl (1 -nas®) — (n—1)In (1— \/%) —In(l1+oavn—1).

w vérifie les propriétés suivantes :

@"(0) = —¢'(0) = [|d||* et p(0) =0.

En outre :
o(a) <0, Ya € [0,a4],

¢ est convexe et admet un minimum unique sur [0, a;[ avec a; = Y 7:1,

qui est obtenu en résolvant I’équation :

' (0) n?o? N (n—1)o ovn—1
a) = — —
Y l—naoc? Vn—1—0ca 1+4+ocayvn—1
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On en déduit que la fonction ¢ atteint son minimum au point :

nyn—1
Vn—1—-n(n-2)c

On prend pour nouvel itéré :

a =

T=X(e+ad) =z+aXd

Par construction on a ¥ > 0 et Az = 0.

La décroissance

En remplacant & par sa valeur on obtient :

= 2 _ yn=I-n(n—2)o—n?c2y/n-1
1 —nao” = vn—1+n(n—2)o
1+ o vVn—1-n(n—1)o
vn—1 vn—1+4n(n—2)c

— o vn—1l—no
Lmoavn=1= om0

d’ou :

SR GR e
+1n (m - "\(/";2)0 - n?a?\/m) |
n—1-—no

Finalement on a :

o(@) =(n-—1)n <1+ )+ln (1—novn—1).

no
vn—1
La quantité ¢ (@) — ¢ (0) = ¢ (@) dépend de ¢. On pose :

u=novn—1,

onobtient : 1 <u<n-—1ecet

o(@) = (n—l)ln(1+ no )+1n(1—n0\/m>
= (n—l)ln(1+ +
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On en déduit :

o (a)=¢(u) >1n(2)—1+ﬁ(u+1) > In (%) ~ —0.307.

On conclut que dans le pire des cas (celui ou u = 1), on a :

£@@) > %f(x) 0735 (x).

Rappelons que la fonction ¢ atteint son minimum sur un point unique &
qui est la racine de ¢'(«).
Alors, la valeur de @ est explicitement calculée, donc on prend a €

[0, — ¢ et ¢'(a) < 0 avec € une précision donnée.

Remarque 4.1 Le calcul de & est approximativement calculé par une pro-
cédure dichotomique, dans le cas ou @ ¢ [0, a*[ et ¢'(a)) > 0, alors, prendre,

a=0etb=a"—c¢.
Tant que |b — a| > 107* faire

a+b

Si ¢’ (%E2) < 0 alors b = 22

a+b

5, b=a"—¢

Sinon a =

Fin tant que.
Ce calcul garantit une meilleure approximation de la minimisation de p(«)

tout en restant dans le domaine de .

4.3.4 Description de 1’algorithme

Initialisation : On part de x > 0 tel que Az = 0, € précision donnée.
Itération :
Tant que c'z > ¢ faire :

1- Normalisation :
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2- Direction de descente : On prend b et B comme suit :

b= L Xe B = AX.
(c,z)

On détermine d projection de b sur le sous espace linéaire :
{d: Brd =0, (e, d) =0} .
Finalement la direction de descente est
0 = Xd.

3- Pas de déplacement : On calcule :

||| nyn —1

0= —F—,00 =

n’ Vn—1-n(n-2)o

4- Le nouvel itéré : est 25 = 2% + a,d;.

5- Prenant k = k + 1 et retourner a (1).
Fin tant que.

Fin d’algorithme.

4.4 La convergence de I’algorithme
Lemme 4.1 [/9] A la k¥ itération on a :

f(x1) < 0.735% f (x0) .

Donc f(x) converge linéairement vers 0. On en déduit que toute valeur

d’adhérence de la suite (xy) est solution optimale du probléeme (ka).
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4.5 Tests numériques

Les exemples suivants sont tirés de la littérature voir par exemple [9, 45,
62] et sont mis en ceuvre dans MATLAB R2013a sur Pentium (R). Nous
avons pris € = 1.0e — 007.

Dans le tableau des résultats, (Itrat) représente le nombre d’itérations né-
cessaires pour obtenir une solution optimale, (Temp) représente le temps de
calcul en secondes (s), (Algkarm) représente la méthode projective de Kar-

markar et (St) représente notre stratégie qui utilise la fonction de minoration

@.

4.5.1 Exemples de tailles fixes

Exemple 1 :

-1 10 1 t
A= , b= etc=| -2 —4 O]-
1 11 2

Tableau comparatif :

Méthode | Itrat | Temp
St 03 | 0.0016
AlgKarm | 08 | 0.018

Exemple 2 :

1 -1 0 0 t
A= , b= etc:[llo].
11 1 1

Tableau comparatif :

Méthode | Itrat | Temp
St 03 | 0.0016
AlgKarm | 04 | 0.031
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Exemple 3 :

01 2 2 t
A= , b= etc:[210].
030 1

Tableau comparatif :

Méthode | Itrat | Temp
St 02 | 0.001
AlgKarm | 05 | 0.042

Exemple 4 :

2 31 2 2 t
A= 5 b= etC:|:4 1 2 O]
3 0 =21 0

Tableau comparatif :

Méthode | Itrat | Temp
St 04 | 0.0028
AlgKarm | 07 | 0.067

Exemple 5 :
120 2 2 t
A= b= etc:[()lZO]-
34 -1 —6 3

Tableau comparatif :

Méthode | Itrat | Temp
St 03 | 0.0023
AlgKarm | 13 | 0.032

Exemple 6 :
1 -1 1 1 3
A=121 -1 2|, b=|4 etc—[3213]t-
11 1 2 5

Tableau comparatif :
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Méthode | Itrat | Temp
St 05 | 0.0046
AlgKarm | 10 | 0.032

Exemple 7 :
2 3 10 3 1
t
A=11 2 50 1|, b=|2]etc=|12 35 4].
5 -1 2 3 0 3

Tableau comparatif :

Méthode | Itrat | Temp
St 01 | 0.001
AlgKarm | 16 | 0.059

Exemple 8 :
9 -1 0 1 0 0 0
t
A= 0 0 -1 0 -1 1 |,b=1]0 etc:[_31—1000
1 -1 -1 -1 -1 -1 1

Tableau comparatif :

Méthode | Itrat | Temp
St 04 | 0.024
AlgKarm | 15 | 0.062

Exemple 9 :
06T 0 -1 0 0 0 0.4
o 01 0 -1 0 O 0.6 t
4 b= ete=|10 4 0 0 0 0
0.1 02 O 0O -1 0 2
02 01 0 0 0 -1 1.7

Tableau comparatif :
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Exemple 10 :
-1 1 1
0 2 -3

A —
-3 2 1
3 5 4

Méthode | Itrat | Temp
St 02 | 0.011

AlgKarm | 16 | 0.053

10 0 1

0 10 2

h—
0 01 0
0 00 2

Tableau comparatif :

Exemple 11 :

| 01 2

12 3

A= -1 0 -2
12 0

1 3 4

Tableau comparatif :

Méthode | Itrat | Temp
St 03 | 0.013

AlgKarm | 10 | 0.078

1 1000 ] |

-1 0100

2 0010 b=

-2 0 001

1 0000 | I

Méthode | Itrat | Temp
St 04 | 0.035

AlgKarm | 12 | 0.110

NN W NN =

t
etc:llOOll—Q]‘

etc=[10—2110000
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etc =

Exemple 12 :
1 0 -4 3 1
5 3 1 0 -1
4 5 -3 3 -4
A =
o -1 0 2 1
-2 1 1 1 2
2 -3 2 -1 4

Tableau comparatif :

o O O o o =

o o o O
o O o = o O

t
—1—1—1—1—1—1—100000)-

Méthode | Itrat | Temp
St 06 | 0.055
AlgKarm | 19 | 0.092
Exemple 13 :
La matrice A est :
-1 2 3 4 5 -5 -4 -3
6 -7 -8 9 -10 -5 -2 -8
= -11 -12 -13 -14 -15 -6 -7 -80
-1 -10 -20 -30 -40 -50 -60 -80
3 -9 -27 60 -45 -60 -75 -8
= —104,i:1,...5etc:(_1 21 -1
Tableau comparatif :
Méthode | Itrat | Temp
St 07 | 0.068
AlgKarm | 22 | 0.106

o O = O O O

o = O O O O

-90
-90
-9

- o o o o O

t

—4—5—1—35—8000000]-

-10
-10
-46

o o o O

@)

0

(S S TS ST S S
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4.5.2 FExemple de taille variable

Exemple cube :

min) 2z, =2 =0
(PR)q * =1
x;—12>0,7=1,...,m and n = 2m.

Tableau comparatif :

Taille Méthode | itér | temps
100 x 200 St 1 0.014
AlgKarm | 60 | 68.99

100 x 200 St 1 0.023
AlgKarm | 75 | 116.55

150 x 300 St 1 0.051
AlgKarm | 100 | 500.59

170 x 340 St 2 0.069
AlgKarm | 102 | 1452.98

Commentaires
Ces tests montrent clairement 'impact de notre modification sur le com-
portement numérique de l’algorithme, exprimé par la réduction du nombre

d’itération et du temps de calcul.

4.6 Conclusion

Comme attendu, la technique des fonction minorantes pour le calcul du
pas de déplacement prouve son efficacité, et ce en réduisant le cott calcula-
toire dans ’algorithme projectif de Karmarkar, cette efficacité est die a la

nature des dites fonctions.
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Les tests numériques effectués sur différents exemples fixe et variable,
montrent 'efficacité de la technique des fonctions minorantes en termes de
temps d’exécution relative.

L’utilisation des fonctions minorantes nous a permet de calculer le pas
de déplacement d’une fagon simple et ce est du aux caractéristiques de ces
derniéres.

Cette alternative ouvre plusieurs perspectives de recherche scientifique

dans le domaine de programmation mathématique.
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ous avons traité le probléme de Stefan inverse & deux phases ou l'in-

Nterface mobile est inconnue par quelques méthodes de décompositions.
D’abord, nous avons appliqué la méthode de perturbation d’homotopie (HPM)
couplé a la méthode de décomposition d’Adomian améliorée (IADM) avec
optimisation. Ce probléme est plus réaliste du point de vue pratique, nous
avons écrit l'interface sous la forme d’une série inachevée. Dans la méthode
de perturbation d’homotopie, nous créons une série dont les termes satis-
font & I’équation différentielle résultant de la tache considérée est plus facile
a résoudre en comparaison avec l’équation d’origine, lorsque la solution de
I’équation étudiée est la somme des séries convergentes.

Deuxiément, nous avons appliqué la méthode analytique d’homotopie ot
on a trouvé de bons résultats par rapport aux travaux de Y. Yu et al. [78].

Nous avons également utilisé dans ce travail la méthode d’optimisation
du gradient conjugué spectral modifiée de type Dai-Yuan. I’exemple illustre
la validité de cette méthode d’optimisation.

Enfin, ce travail a été achevé par I’'application de la méthode des points

intérieurs de Karmarkar qui a vécu une si longue et si fructueuse série de
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recherches et de découvertes dans un domaine, si étudié, de 'optimisation
mathématique.

Par ce modeste travail, nous comptons :

- avoir découvert le domaine, et qu’il est trés passionnant,

- avoir dépassé le stade de la simple présentation descriptive,

- avoir apporté une compréhension plus ou moins profonde de la mé-
thode proprement dite, de sa justification et des concepts qu’ils lui sont sous-
adjacents.

Nous avons constaté que le domaine a beaucoup évolué. Les méthodes,
les plus efficaces et les plus récentes, dépassent de loin celles développées au
début des années quatre-vingt.

L’emploi des méthodes de points intérieurs, développées en 1997, non ad-
missibles au départ, combinée d’une technique dite de Mehrotra, est considéré
comme innovation dans ce domaine par Karmarkar et autres.

Cependant, certains auteurs préférent construire leur théorie sur d’autres
formes que le couple primal-dual présenté dans notre travail.

Actuellement, la méthode de points intérieurs peut étre considérée qu’elle
commence & atteindre sa maturité et cela a cause de I'apparition des réfé-
rences faisant suite aux innombrables publications de recherche.

Sur la base des travaux de A. Leulmi et al. [48], nous sommes arrivés
a proposer la technique de fonction minorante au niveau de la phase 2 de
I’algorithme originel de Karmarkar.

Cette approche a permis de réduire, considérablement, le nombre et le
temps de calcul des itérations. Les tests numériques effectués confirment 1’ef-
ficacité de cette approche.

L’utilisation des fonctions minorantes nous a permis de calculer le pas

de déplacement d’une fagon simple et cela est di aux caractéristiques de ces
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derniéres.

La technique des fonctions minorantes pour déterminer le pas de dépla-
cement dans la direction de descente est une alternative trés fiable qui est
confirmée comme la technique de choix pour la programmation linéaire.

Ces premiers résultats encourageants nous permettent a présent d’envi-
sager un certain nombre de perspectives parmi lesquelles nous citons :

- L’étude théorique et numérique de cette approche peut étre élargie a
d’autres problémes tels que la programmation conique (C'P) et la program-
mation non linéaire (PNL).

- L’application de la programmation linéaire nous aide & résoudre le pro-
bléme inverse de Stefan.

- Ce travail peut étre généralisé sur le probléme inverse de Stefan a plu-

sieurs phases et dans les cas des dimensions supérieures ou égales a deux.
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