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Notations et symbols

Q :  Ensemble fondamentale.

P(E) :  L’ensemble de partie de F.

F : Tribu d’événements sur €.

(Q,F) . Esoace probabilisable.

(E, €) :  ESpace mesurable.

(Q,F,P) . Espace probabilité.

(Q,F, (Fn)ns0, P) : Espace de probabilité filtré.

A¢ :  Complémentaire de A.

1%} :  L’ensemble vide.

v.a : Variable aléatoire

Py . Loi de probabilité conditionnelle.

Br : La tribu borélienne de R.

14 : Indicatrice de A, définie par : 14 (z) = hred
0,z ¢ A.

E [X] . Espréance de variable aléatoire.

N, R :  Ensemble des nombres naturelles réels respectivement.

o(A) : La tribu engendré par A

C :  Ensemble de fonction dérivable et dont la premiér dérivée est continue.
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L', LP
resp

SANT
SvT

Ensemble de fonction dérivable et dont la dérivée seconde est continue.
Ensemble des fonctions b fois continuement dérivables.

C’est -a-dire.

Espace réel euclidien de dimension d.

L’espace des variables aléatoires de carré intégrables.

L’espace des variables aléatoires intégrables (resp. p-intégrables).
Respectivement.

Min(S,T).

Sup(S,T).

Presque stirement.

Presque stirement pour la mesure de probabilité P.

Théoréeme Central Limite.

Variance quadratique (crochet stochastique) de S.
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Introduction

e nom martingale est synonyme de jeu équitable, c’est-a-dire d’un jeu ou
L le gain que l'on peut espérer faire en tout temps ultérieure est égal a la
somme gagnée au moment présent. En probabilités, On appelle donc martingale
un processus stochastique (X,), tel que lespérance conditionnelle E[Xm | Xn]
est égale a X, pour tout m > n. Les martingales, ainsi que leurs variantes les
sous-martingales et les sur-martingales jouissent de nombreuses propriétés qui les
rendent trés utiles dans l’étude de processus stochastique plus généraux. L’étude
des martingales qui est proposée ci-dessous repose trés fortement sur [’algébre des

espérances conditionnelles.

Le principe de Lindenberg, méthode issue de 'article [11)], reprise par [15], est
a lorigine une méthode pour démontrer le théoréme Central Limite, sans avoir
recours aux outils dérivant de l’analyse de Fourier. Le théoréeme Central Limite
est fondamentalement une preuve d’une convergence en loi. Ainsi, ce qui va nous

intéresser, c’est d’étudier des convergences du type :

B(f(S,) — B(f(Y), 0
S, — % ’;Xk 2)
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est la somme qui nous intéresse dans ce théoréme, dont on spécifiera tout au long

de ce rapport les hypothéses plus précisément, et

YZ%;;YIC (3)

suit une loi normale centrée réduite que [’on peut écrire comme somme de lois

normales centrées réduites indépendantes par stabilité de la loi normale.

Posons Z; = (X1, ..., X, Yiu1, ..., Yn); Z, = X

[B(f(Sn)) = B(f(Y))| =

im(ﬂf%)—f@;))‘. (W

k=1

L’idée principale sera donc, par un développement de Taylor, de controler ’erreur
, Zi_
E(f(Z) - f(22).

Cette méthode s’étend remarquablement bien a des théorémes de convergence

beaucoup plus forts que le théoréeme Central Limite, et avec des hypothéses moins
restrictives que, notamment, [’identique distribution des variables. En particulier,
[6] donne une majoration de la quantité |E(g(f(Xi,..., X)) — E(g(f((Yr, ..., Yn)))],
qui permet d’étendre les résultats de convergence & bien plus que seulement des

sommes de variables aléatoires.
Ce mémoire est composé de trois chapitres :

Le permier chapiter est notion de base de probabilité et rappel générale sur les
processus stochastique. Dans le deuxiéme chapiter nous auvons étudié les mar-
tingales, et dans troisiéme chapitre nous avons défini théoréeme central limite et
principe de Lindenberg, et mous avons appliqué ce théorme sur martingale sous

condition Lindenberyg.



Chapitre 1

Généralités

Le but de ce chapiter est de fournir des définitions de base et les résultats

principaux afin de les utiliser dans les chapitres suivants.

1.1 Tribu

Définition 1.1.1 (Tribu) Soit E un ensemble. On dit que F C P(E) est une
tribu ( ou une o-algébre ) si :

- FEcF;

~-VAeF, A€ F;

~Vn>0, A, € F=|JA, € F.

n>0

Définition 1.1.2 (Tribu engendrée) On appelle tribu engendrée par une classe
de parties A de Q la plus petite tribu sur Q contenant A, et on note o(A). Elle

est Uintersection de toutes les tribus contenant A.
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1.2 Espace probabilité

Définition 1.2.1 On appelle probabilité définie sur (Q, F) une application P de
F dans [0, 1] telle que :
1. P(Q) = 1.

2. Pour toute ensemble dénombrable d’événements Ay, As, ..., A,,de F deux d

deux disjoints (incompatibles) :

P({J4) =) P(A).

1EN* =1

Le triplet (2, F, P) s’appelle espace probabilisé.

Proporiétés élémentaires des probabilité

Tout probabilité P sur (€2, F) vérifie les propriétés suivantes :

1. P(@)=0.

2. VA € F, P(A°) =1 — P(A).

3. VA,B € F:si AC B alors P(A) < P(B).

4. VA,Be F: P(AUB) =P(A) + P(B) — P(AN B).
5. VA, .., Ay € F, P([JA) <D P(A).

6. Si (A,) est un suite croissante d’événements de F, alors la suite (P(A,))nen

est covergente et

P(( JA,) = lim P(A,).

n—-+o0o
n>0

7. Si(A,) est un suite décroissante d’événements de F, alors la suite (P(A,))nen
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est covergente et

P((\B.) = lim P(B,).

n—-+00
n>0

1.3 Variable aléatoire

Définition 1.3.1 Tout application mesurable X d’un espace probabilité (2, F, P)
dans un espace (E, E) définit une variable aléatoire X vériffie donc la propritété

de muesurabilité

VBe&: X HB)ecF.

Théoréme 1.3.1 La mesure Px définie sur (E, ) par
VB €& : Px(B) = P(X'(B)),

est la probabilité image P par X définie sur (E, £).

Définition 1.3.2 Soit (2, F) un espace mesurable, une variable aléatoire réelle
X est une application mesurable de (Q, F) dans R (donc telle que X *(A) €
F;VA € Bg). Une constante est une variable aléatoire de méme qu’une fonction

indicatrice d’ensemble de la tribu F.

Définition 1.3.3 (Fonction de répartition) Soit X une variable aléatoire &

valeurs réelles, on définit :
Fx(z)=P(X <z), VzeR

Propriété 1.3.1 Soit (X,,)n,en une suite de variables aléatoires réelles, et X une

varaible aléatoire réelle de fonction de répartition Fx et A ’ensemble de ses points

5
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de discontinuité. Alors

o FX(l')> - X, 9 x

n—oo

<Wp¢AJ&J@

n

Définition 1.3.4 Notons C [’ensemble des fonctions uniformément continues et

bornées sur R, et notons C* ’ensemble des fonctions deux fois dérivables telles

que f, f', f" € C.

Propriéte 1.3.2 Soit (X,,),en une suite de variables aléatoires a valeurs dans R,

telle que :

Vi€l E(f(Xn) — B(f(X)).

n—oo

Alors X, Lot x.

n—oo

Preuve. Soit y un point en lequel Fx est continue. Fixons ¢ > 0, il existe 0 > 0
tel que :
Fx(y+90)—Fx(y—9) <e.

Construisons alors f et g deux fonctions de I'espace C? telles que :

S0<f@)<g@) <1,
Cflr)=1siz<y—§,
- f(z) =0siz >y,
S glr)=1siz<y,

-g(x)=0sixz>y+0.

On a alors par construction :

Fx (y—96) <E(f(X)) < Fx(y) <B(9(X)) < Fx (y +0).
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et également Vn € N :

E(f(Xn)) < Fx,(y) < E(g(Xn)).

Or par hypothése, BE(f(X,)) — E(f(X)) et E(9(X,)) — E(g9(X)), donc :

n—0o0 n—oo

E(f(X)) < liminf Fx, (y) < limsup Fx, (y) < E(g(X)),

et donc

Fx(y) —e <liminf Fx, (y) < limsup Fy, (y) < Fx(y) + ¢.

Ceci étant vrai pour tout € > 0, on a finalement :

Fx,(y) — Fx(y),

n—oo

et ce pour tout y ¢ A. Ainisi, par la propriété 1.3.1, on a bien X, Lot x.

Ce résultat s’apparente & un résultat de densité, puisque finalement on a montré :

vf e CLB(f(X.) — B(f(X)| & |¥f € G Bf(X,) — B(F(X))].

n—oo

1.4 probabilité conditionnelle

Définition 1.4.1 soit (2, F, P) un espace probabilisé et A un événement de pro-

babilité non nulle. On définit une nowvelle probabilité sur (2, F), appelée proba-



CHAPITRE 1. GENERALITES

bilité conditionnelle sachant A, en posant pour tout B € F, la probabilité notée

P(B\A) définie par
P(AN B)

On peut facilment voir que l'on a

VB € F, P(ANB) = P(A)P(B\A)

cela se généralise en

P(ﬁAi) = P(A1)P(A\A)P(A3\A; N Ay). . P(ANAL N oo N Ay y)

=1

De plus, si P(A) > 0 alors
VB e F, P(B) = P(A)P(B\A) + P(A°)P(B\A°)

et on en déduit la formule de Bayes permettant d’inverser les conditionnements :

P(A)P(B\A)
P(A)P(B\A) + P(A°)P(B\A°)’

Si P(B) >0, P(A\B) =

1l est possible de généraliser ces derniéres relations lorsqu’on considére une parti-

tion dénombrable (Ap)nen de Q, (AxNA =2,U, A, =Q et P(A,) >0) :

VBe A, P(B)= ZP(An)P(B\An) (formule des probabilitités totales)

n>0

P(A,\B) = ZHZ(E?’TL(Z()BP\(;@%) (formule de Bayes)

8
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1.5 Indépendance

Définition 1.5.1 Deux sous-tribus Fi et Fo sont indépendantes si
P(AN B) =P(A)P(B),YA € F1,VB € F.

Définition 1.5.2 Un varialbe aléatoire X est indépendante d’une sous-tribu G si

les tribus o(X) et G sont indépendantes.

Proposition 1.5.1 La variable aléatoire X est indépendante de sous-tribu G si

et seulement st
P{BN(X <z)}=P(B)P(X <z),Vx € R,VB €G.

Deuzx variables (X,Y') sont indépendantes si les tribus o(X) et o(Y') sont indé-

pendantes.

Définition 1.5.3 On dit que n événements Ay, ..., A, sont indépendants si, pour

tout sous-ensemble non vide {ji,...,j,} de {1,...,n}, on a
P(A; Nn...NA;) =P(A;)..P(4;,).

Remarque 1.5.1 Cette définition n’est pas une équivalence, i.e il ne suffit pas
que 'on ait

P(AiN..NA,) =P(A)...P(A,)
Pour dire que les événements A; et A; sont indépendants.

Remarque 1.5.2 A et B indépendants si et seulment si P(A\B) = P(A).
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1.6 Espérance conditionnelles

Définition 1.6.1 (Espérance) Soit X wune variable aléatoire définie sur [’es-
pace probabilité (2, F, P), on appelle espérance de X ['intégrale de Lebsgue de X

relativement & la mesure P, et on note E[X], tel que

E[X] = / X(w) dP.

Espérance conditionnelles par rapport a une tribu

Soit (€2, F, P) une espace de probabilité et soit X une v.a définit sur cet espace.

Soit G une sous tribu de F.

Définition 1.6.2 On appelle l’espérance conditionnelles de la variable aléatoire

X sachant G est l'unique variable aléatoire et on la note B (X | G) tel que :

1. B(X | G) est G-mesurable

2 /E(X|g)dP:/XdP,VAeg.
A A

Remarque 1.6.1 c’est l'unique (& une égalité P —p.s prés) variable G-mesurable
telle que

EEX|G)Y]=E(XY),

pour tout variable Y, G-mesurable bornée.

Espérance conditionnelle par rapport a une variable aléatoire

Soit (€2, F, P) une espace probabilité fixé et donné. Soient X, Z deux v.a définies

sur cet espace. Soit G la tribu engendré par Z (i.e G = o(2)).

10
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Définition 1.6.3 On appelle I’espérance conditionnelle de X schant Z est une
variable aléatoire définie comme l’espérance conditionnelle de X par rapport la
tribu G (i.e B (X | G)) on la note B (X | Z). Telle que E (X | G) est une fonction
de Z (i.e B (X | Z) est une v.a mesurable par rapport la tribu engendrée par Z ).

L’espérance conditionnelle B (X | Z) est caractérisée par :

1. C’est une variable o(Z) mesurable.

2. [E(X|2)dP = | XdP,YA € 0(Z).
[

Soit (€2, F, P) un espace de probabilité donné, et soit G une sous tribu de F.
Soient X et Y deux v.a definies sur (2, F, P)

1. Soit a et b deux constantes tel que : E(aX+bY | G) = aE(X | G)+bE(Y | G)
(Linéarité).

2. Soit X et Y deux v.a telles que X <Y, alors E(X | G) < E(Y | G)
(Croissance).

3. Si X est G-mesurable, alors E(X | G) = X.

4. Si Y est G-mesurable, alors E(XY | G) = YE(X | G).

5. B[E(X | G)] =E(X).

6. Si X indépendante de G, alors E(X | G) = E(X).

7. Si X unev.atelleque X € LP(Q,F, P),Vp > 1. Alors |[E(X | G)| 1.7y <

X Lo 0. 7.)

8. Si G et 'H sont deux tribus telle que H C G, alors

EBX [H) [9) =BEX | §) | H) =E(X | H).

11
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9. Si ¢ est une application convexe et mesurable, E [¢(X) | G] > ¢(E[X | G])

(Inégalité de Jensen).

1.7 Convergence d’une suite de variable aléa-

toire

Définition 1.7.1 soit X et (X,,),>1 des variables aléatoires a valeurs dans RY

définies sur un méme espace de probabilité (2, F, P).

2X),

1. On dit que la suite (X,,)n,>1 converge persque sirement vers X (X >

n

St
n—-+o00

P({w €0:X(w)= lim Xn(w)}) ~ 1

2. Sip >0, on dénote LP(Q2, F,P) l’ensemble des variables aléatoires X telle

que E(|X|") < 400, on dit que la suite (X,)n>1 converge dans LP vers X

P

X, X)), si
( o ), si
lirf E[|X, - X|"] =0.
3. On dit que la suite (X,)n,>1 converge en probabilité vers X (X, % X),

st

Ve >0, lim P(|X,—X|>¢)=0.

n—-+o00

4. On dit que la suite (X,)n,>1 converge en loi vers X (X, % X), si pour

toute fonction continue bornée f:R? — R:

lim B{f(X,)] =B[f(X)].

n—-+4o0o
Proposition 1.7.1 — La convergence presque stre ou dans LP implique la conver-

12
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gence en probabilité.

— La convergence en probabilité (ou presque sire, ou dans LP) implique la conver-
gence en lot.

— De toute suite qui converge en probabilité il est possible d’extraire une sous -suite
qui converge presque strement.

— La convergence dans LP implique la convergence en LY pour tout q < p.

— Si (Xp)n>1 converge en probabilité ( ou presque strement ) vers X et qu’il
existe p > 1 tel que la famille | X,|" soit uniformément intégrable, alors (X,)n>1

converge dans LP vers X.

Définition 1.7.2 (convergence étroite) Soit (ii,)nen une suite de mesure de
probabilités sur R. Elle converge étroitement vers . mesure de probabilité sur R

st seulement si :

Vf € Cy(R), / fahn(de) = [ flan(da),

n—oo

o, Cy(R) désigne l’ensemble des fonctions continues bornées de R dans R.

13



Chapitre 2

Martingales

Dans ce chapiter, notre objectif est d’explorer le concept de martingale, qui joue

un role central en probabilités et en statistiques.

La théorie des martingales vise & fournir les outils mathématiques nécessaires pour
le calcul des prix des options, notamment les concepts de martingale, de temps

d’arrét et de théoréme d’arrét et de convergence.

2.1 Définition et propriétes

Définition 2.1.1 (Filtration) soit (2, F, P) un espace de probabilité. Une fil-

tration est une famille F = (F,)n>0 croissante de sous tribu de F :

FoCFH C..CcF,C..CF.

On appelle Uespace (2, F, (Fn)n>0, P) un espace de probabilité filtré.

Définition 2.1.2 (Processus stochastique) Une processus stochastique (X;)ier

est une famille de variable aléatoire définit sur espace de probanilité (Q2, F, P) tel

14



CHAPITRE 2. MARTINGALES

que l'indice t est souvement interprété comme temps.

- 51T C N on dit que le precessus est temps discret.

- 51T C R on dit que le precessus est temps continue.

Définition 2.1.3 (Processus adapté) Soit (X,,)nen un processus sur (2, F, P).
On dit que le processus est adapté a la filtration (F,)n>o0 st X, est F,-mesurable

pour tout n € N.

Définition 2.1.4 (Processus prévisible) On dit qu’un processus (X, )nen est

prévisible (pour la filtration (F)n>0) si X, est F,_1-mesurable pour tout n € N.

Définition 2.1.5 (Inégalité de Jensen) Soit v une fonction convexe de R vers

lui méme et X une v.a réelle telles que X et p(X) soient intégrables. On a alors :

e (E(X)) <E(p(X)).

Définition 2.1.6 Un processus stochastique (X, )nen est une martingale (resp.

sur-martingale, resp. sous-martingale) par rapport a la filtration (F,)nen St :

(1) (X,)nen est F-adapté (i.e X, est F,, mesurable pour tout n);

(it) Vn e N, E[|X,,|]] < 400 (i.e X,, est intégrable) ;

(iii) Vn € N, E [ X, 11/ F.] = X,, (resp. B[ X,i1/F) < X, resp. B[ X1 /Fn] >
X,).

Remarque 2.1.1 1. La condition (i) est équivalente a B[ X, 1 — X,/ F,] =
0, ou bien

VAe F,. E [Xn+11A] =E [anA] .

2. Le processus X = (X,)nen est une sous-martingale si seulement si le pro-

cessus —X = (— X, )nen est une sur-martingale.

15



CHAPITRE 2. MARTINGALES

Proposition 2.1.1 soit (X,),en une martingale (resp. une sous-martingale) et
¢ : R — R convexe (resp. convexe croissante) telle que o(X,,) soit intégrable

alors (p(X,))n>0 est une sous-martingale.

Preuve. D’aprés I'inégalité de Jensen on a :

Blo(Xni1)/Ful = ¢ (B [Xn1/F]) = o(Xn)

si (X,)nen est une martingale. De méme,

¢ (B[ Xni1/Fa]) = 0(Xn).

Propriéte 2.1.1 (propriétés des martingales)

1. Le processus X = (X,)nen est une martingale si seulement si, elle & la fois

une sous-martingale et une sur-martingale.

2. Si (X,)nen est une F-martingale (resp. F-sur martingale, F-sous martin-
gale) alors, la suite des réels (B(X,))nen est constante (resp. décroissante,

croissante). En effet : ¥n € N,

E [Xm—&-l/‘/fn} =X, =B [E [Xm—&-l/FnH =E [Xn]

— E[Xp] = B[X,].

3. ¥Yn,m € N tel que n < m,BE|[X,,/F.] = X,.

16
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En effet :

E[Xn/Fal = B[ X/ Fn-] [ Fnl
=E [mel/:Fn]
= [[mel/fme] /:Fn]

=E [me2/f.n]

=E[X1/Fa] = Xan.

-Sim <n,E[X,/F.] = Xn.

Proposition 2.1.2 (Décomposition de Doob) Toutes F-sous martingales (X, )nen

s’écrit de fagon unique de forme :

X, =M, + A,.

Ot (My)nen est une F-martingale et (A,)nen est un processus croissante et pré-

visible tels que : Ay = 0.

Preuve. Soit X = (X,,),en une F-sous martingale, on définit Ay = 0 et VYn € N*

An-i-l = A, +E [(Xn-i-l - Xn) /fn] :

Par construction, (A4, ),en €st un processus croissante et prévisible car Vn € N
) S )

A, est F,-mesurable et

A’I’L+1 - An - E [(Xn+1 - Xn) /fn] 2 O

17



CHAPITRE 2. MARTINGALES

De plus

E [Myi1/Fn] = B[(Xn1 — Ant1) /T
=B [Xp1/Fa] — Ania
=E[Xoi1/Fo] — Ay — E[(Xn1 — X,,) /F)
=B [Xpn1/Fo] = An = B[ X/ Fa] + Xan
=X, — A,

= M,.

On va montrer I'unicité : La décomposition est unique car : si, X,, = M, + A,, =

M)+ A ona: Ay=A)=0et

A/n+1 - A;L - (Xn+1 - MTIL+1> - (Xn - Mfz)

n

- (Xn—i-l _Xn) - ( T/L—l-l - M,)

et

ATL+1 - ATL = (Xn—i-l - Xn) - (Mn+1 - Mn)
D’ou, en conditionnant par F,
E[(A,,, —A)/F] =E[(X,1—X,)/Fn] =E[(An1 — An) [ Fal.
Donc Al — A=A — A, dou A, = A, Vn € N* et par suite M), = M,

Vn e N
M, =X, — A,, M =X, — A,.

18
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2.2 DMartingales de carré intégrable

Définition 2.2.1 Un processus (X, )nen est dit de carré intégrable, ou simplement

dans L?, si B[X?] < +o00 pour tout n € N.

Définition 2.2.2 Soit (X,,)nen une martingale de carré intégrable. Alors il existe
un unique processus croissant et prévisible, intégrable et issu de 0, applé la varia-
tion quadratique de (X,,)nen et noté ([X, X|,)nen, tel que le processus (X2 — [X,

X|n)nen soit une martingale.

La variation quadratique admet la représentation suivante : [X, X]o = 0 et pour

tout n € N*,

(X, X] = ZE (X — Xio1) /Fia].

i=1
Définition 2.2.3 (Transformation prévisible d’une martingale) Soit (X,,),en
un martingale et soit (Ay,),en+« un processus prévisible. La transformation prévi-

sible da la martingale (X, )nen par le processus (Ay,),cn+ €st définie par le processus

donné par XO =Xy et

Xn = X()‘i‘ZAZ (Xi_Xi—l)a n € N*.

i=1
Si la variable aléatoire A,, sont bornées, alors (Xn)neN est une martingale.

Théoréme 2.2.1 (Variation quadratique d’une transformation prévisible)

Soit (Xn)neN la transformation prévisible d’une martingale de carré intégrable

(X7 )nen par le processus prévisible (A, ), cn+» Supposé borné. Alors on a la formule
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suvante : pour tout n € N*,
X X| = axx, X - X, X,
"=

Preuve. On a [X, X], = 0 par définition et pour tout n € N,

XK, = Z]E [(X S /]—"z-_l]

=Y B[4 (X - Xi)* /Fi]

i=1

_ Z AE[(Xi — Xi0)? /Fici]

— ZA?([X, X = [X, Xis1),

car le precessus (A,),cn+ €st prévisible, d’ou résultat désiré. m

2.3 Théorémes d’arrét

Définition 2.3.1 Un temps d’arrét T est un variable aléatoire o valeurs dans

NU {400} telle que pour tout n € N
{T <n}={w/T(w) <n}eF,.

Proposition 2.3.1 Soient S et T deux temps d’arrét. Alors, S+ T, S NT et

SV T sont des temps d’arréts.
En particulier, pour k € N, T+ k, T' Nk et T'V k est un temps d’arrét borné.

Plus généralement, si (Ty)k>o est une suite de temps d’arrét, alors inf T}, et sup Ty,

liminf T}, et limsup T} sont aussi des temps d’arréts.
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Preuve. Soit n € N

{S+T=n}=|J {S=k}n{T=n—k}eF.

(SAT<n}={SAT>n}=({S>nyn{T>n}) ={S<n}U{T <n} € F.

{SVT <n} ={S<n}n{T <n}eF,.

et
{inf T}, <n} = U {Ti, < n} e F,.
0<k<n
{liminf T}, < n} = U ﬂ {T, <n} € F,.
meNk>m
]

Définition 2.3.2 Si T est un temps d’arrét, on appelle tribu des évenements

interieurs a 1T et la tribu suivante :

Fr={AecFo:VneN, An{T =n} e F,} OaFOOZO_<Ufn>-

n>0

Proposition 2.3.2 Soit S et T deux temps d’arrét. Alors :

S<T—=— Fq C Fr.

Preuve. Soit A € Fg. Alors :

Am{T:n}:AﬂO{S:k,T:n}:O(Aﬂ{Szk}ﬂ{T:n})efn.

k=0 k=0

carsik<n, AN{S=k}eF CF, n
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Théoréme 2.3.1 (Théoréme d’arrét borné)

Soient (X, )nen une martingale (resp. une sous-martingale, une sur-martingale)

et T une temps d’arrét (pour la méme filtration) borné. Alors on a
E[X7] = B [Xo]
(T’GSp. E [XT] Z E [Xo] ,E [XT] S E [Xo])

Preuve. Comme T est borné, il existe N > 1tel que 0 < T < N d’ou Xy = Xr
N-1
Xr = XAy = Xo + Zl{k<T}(Xk+1 — Xi).

k=0

Or pour chaque £k =0,1,..., N —1,on a:

E [1ikery(Xpsr — Xi)] = B [B [Lipery(Xirr — Xi)/Fi]]

=E [1{k<T}E [(Xk+1 - Xk)/]:k]] :

Maintenant, si X est une martingale (resp. sous-martingale, sur-martingale), on
a

E[(Xp1 — X))/ Fi] =0 (resp > 0,resp < 0).

d’ou

E [Lpery(Xps1 — Xi)] =0 (resp > 0,resp < 0).
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par suite,
N-1
E[Xr] = E[X] + ZE L kery (X1 — X))
k=0
=E[Xo] (resp > E[Xo],resp < E[Xo]).
n

2.4 Inégalités maximales de Doob

Théoréme 2.4.1 (Ingalité mazimales de Doob) Soit (X,,)nen une sous-martingale

positive. Alors pour tout n € N,

sup Xp>A
0<k<n

E Xkl{

} gE[X"] A > 0.

I

Pl sup X >\ <
(ogkgn R A A

Par ailleurs, si (X,)nen a tous ses éléments dans LP, ow p > 1, alors pour tout

n €N,

&

X3

P( sup X, > \) <

0<k<n AP

;A > 0.

Enfin, si (X,)nen une sur-martingale positive, on a

E X
P( sup X > \) < [Xo]
0<k<n A

A > 0.

Théoréme 2.4.2 (Inégalité de Doob LP) Soit p > 0. Supposons que (X, )nen S0it

une sous-martingale positive telle que X, € LP pour tout n € N. Alors pour tout
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n €N,

L’inégalité de Doob la plus utilisée est celle pour l’espace L?, c’est-a-dire

E[ sup |Xi|’] <4E[X2],neN.

0<k<n

2.5 Convergence des martingales

Théoréme 2.5.1 Soit (X,,),en une martingale bornée dans L?, i.e.

sup & [XTﬂ < +400.

neN

Théoréme 2.5.2 soit (X,,)nen une martingale de carré intégrable. Si l'on a [ X, X]_ <

+00 p.s la martingale (X,,)nen st p.s convergente.

Théoréme 2.5.3 soit (X,,)nen une sous-martingale bornée dans L', i.e

sup E [| X,|] < +o0.
neN

Alors le processus (X, )nen €st p.s convergent.

Théoréme 2.5.4 Etant donné p > 1, soit (Xn)nen une martingale bornée dans
LP, i.e

supE [| X,,|"] < 4o0.
neN

Alors le processus (X, )nen converge dans LP vers une v.a X, € LP.
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2.6 Le cas de convergence L!

Définition 2.6.1 Une la famille de v.a (X;);e; est dite uniformément intégrable
St,
lim SupE |:|Xz| 1{|Xl|>a}] =0.

a—+00 jef

Une telle famille est nécessairement bornée dans L*.

Proposition 2.6.1 Soit (X,,),en une suite de variables aléatoires intégrables qui

converge en probabilité vers X . Alors il y a équivalence entre

(i) La suite (X, )nen converge vers X dans L.

(i) La suite (X, )nen est uniformément intégrable.

Théoréme 2.6.1 Soit (X, )nen une martingale. Les trois conditions suivantes

sont équivalentes :

(i) La suite X,, converge vers X, p.s et dans L .
(ii) 1l exicte une v.a 'Y intégrable telle que X,, = B[Y | F,] pour tout n € N.

(iii) La suite (X, )nen est uniformément intégrable.
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Chapitre 3

Théroréme Central Limite,
condition de Lindenberg,

martingales

Dans ce chapitre, nous allons étudier le théoréme central limite avec la condi-
tion de Lindenberg pour les martingales. L’objectif principal est d’analyser le
comportement asymptotique des sommes de variables aléatoires indépendantes,

en mettant ’accent sur les martingales.

3.1 Théoréme Central Limite et principe de Lin-

denberg
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3.1.1 Opérateur de convolution

Définition 3.1.1 Posons quelle que soit la variable aléatoire Z réelle :

Tle—>C

Ty est un opérateur linéaire bien défini de C' dans C puisque d’une part :

Ve e RE(f(Z+x) < [If]l,

done |[T7())|| < If]] et d’auter part :
o,y € R, [T2(f)(z) = Tz(N) W)l < sup|f(z+2) = [y + 2]

donc Ty7(f) est bornée et uniformément continue. De plus, Tz, Tz, = Tz,1z2,,
d’apreés le théoréme de Fubini. En particulier Tz, et Tz, commutent, ce qui donne

la propriété suivante.

Proprieté 3.1.1 L'opérateur T défini précédemment vérifie :

(77, = T2,) (D < n (T2, — Tz) (I

Propriéte 3.1.2 (Stabilité de la loi normale) Soit (Y, )n,en une suite de va-

riables aléatoires indépendantes et suivant toute une loi normale N (0,1) et soit
— 1 .
Ly = \/ﬁYn. Alors :

Ty =T} .
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Ce résultat découle directement du calcul du produit de convolution de deux lois

normale : st l’on prend deux variables aléatoires indépendantes X et'Y avec X ~~

N (0,a) et Y ~» N (0,), alors
X +Y ~ N(0,v/a? + 52).

3.1.2 Preuve du TCL

Théoréme 3.1.1 (Central Limite) Soit (X,),en une suite de variables aléa-

toires réelle indépendantes et identiquement distribuées, centrées réduites. Alors
= Zn:X M N(0,1)
\/ﬁ Pt k n—00 ’ ’

Preuve. Posons X = X et 0 = \/Lﬁ Notons S,, = Zan.
k=1
Premiére étape : Réduction du probléme

A Taide de la propriété 1.3.2, il suffit de montrer qu’en notant Y une variable

aléatoire suivant une loi normale N (0,1) :

Vel E(f(S.) — E(f(Y)).

n—oo

Soit donc f € C2?. Par récurrence, on a donc que Ts, = T, et donc par les

propiétés 3.1.1 et 3.1.2 :

[B(f(Sn)) = B(f(Y)] = [T2x (/)(0) = T35 (/)(0)]
< Tx () = Ty (]

<n|[(T3x = T7) (N (3.1)
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Deuxiéme étape : Développement de Taylor

Puisque f est classe C? sur R, on peut écrire la formule de Taylor avec reste

intégral entre a et a + x réels :
a+x
f(a+x):f(a)+xf’(a)+/ (a+z—1t)f"(t)dt
Que 'on préférera écrire :

flato) = @) +af @)+ 2@+ [ @+ =000 - @)

Fixons € > 0. Puisque f” est uniformément continue, il existe § > 0 tel que :
VaeR, |z|<d=|f"(a+z)— f"(a)<el.

Mais pour toute variable aléatoire Z réelle de moyenne nulle et de variance 02, on

a

T (0@ = [ (F0)+ 270+ 322 ) ) P
0+ G+ [ ([T 0ro - @) ),

(3.2)

Notons temporairement : R(a, z) = faa+z(a + 2z —1t)(f"(t) — f"(a))dt. Le dernier

terme de [3.2) se majore ainsi :

/R R(a, )Py (dz)

< ‘ /| P, )

" ‘/|z,>(S R(a, )Py (dz)

1
< / Lep, )yl [ 2P (de),
I2]<6 2

2|26
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donc finalement :

2
< Se+lfIl | 2Pr(dz).
B

/R ( /+ (atz—1)(f"(t) - f”(a))dt> Py (d2)

(3.3)
Troisiéme étape : Majoration de
Lorsque I'on applique cette formule pour o X et oY, cette derniére intégrale s’écrite

(si Z désigne maintenant X ou Y) :

/ 22P,; (dz) = o* / 2Py (dz),
|z|>6 |z|>6/n

[\

'
— 0
n—oo

puisque X et Y ont des variance 1, et donc en particulier celle intégrale est majorée

par o%¢ pour n suffisamment grand. Finalement, on a pour n assez grand :

oy (9)(0) = Tor (@) = 1)+ G0+ [ ([ tarz =070 - papar) P
-+ T+ [ ([ @000 - @) )

d’ou, en injectant (3.3) :

I(Tox — Tow) ()] < 2 {“—e e[ e <dz>]

2 1225

< oe(L+2]f])-
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Finalement, on a pour n assez grand

B (f (Sn) =B (f (V)] <nl(Tox = Tov) ()]

< noe(1+2]|f"])
<e(T+2]1D-

Et donc ceci étant valable quel que soit € > 0, on a bien E (f (S,)) — E(f (Y)).

n—oo

pour conclure, ceci est vrai quelle que soit f € C?, et par propriété 1.3.2,

S, X N(0,1). m

n—oo

3.2 Cas non identiquement distribué

Dans toute suite, on considére désormais une suite de variable aléatoire (X,,),en

indépendantes, de moyenne nulle, et notons V(X,,) = a2 > 0. On noté également :

1

n 2

Sp = (E a?) :
i=1

Définition 3.2.1 (Critére de Lindenberg) La suite (X,)nen vérifie le critére

de Lindenberg si seulement st :

1 n
V8 >0, lim — / 1Py, (dx) = 0.
n—0o0 8% ; |z|>dsn X ( )
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3.2.1 Lemmes intermédiaires

Propriété 3.2.1 Si (X,)nen €t (Yn)nen sont deux suites de variables aléatoires,

alors

ITx, Tx, - - Tx, (f) = T, Ty, ... Ty, (A <> N, (f) = Ty, ()] -
=1

Propriéte 3.2.2 Soit (X,),en une suite de variables aléatoires indépendantes
de moyenne nulle et de variance a2, et (Yy)nen une suite de variables aléatoires
indépendantes et de méme distribution qu’une variable Y de moyenne nulle et
de variance 1. Alors si (X, )nen vérifie le critére de Lindeberg, (a,Y,) le vérifie

également.

3.2.2 Théoréme de Lindenberg

Théoréme 3.2.1 Soit (X,),en une suite de variables aléatoires indépendantes.

Si (Xn)nen vérifie le critére de Lindenberg, alors :

_1
<Z a§> Sx Ljoo N(0,1).
=1 =1

Preuve. Soit S, = (37 a2)7% S X;, et notons 0 = = = (37 a2)7%. On

i=1 % o

note TSn = ToXl .. .Tan, et Y ~ N(O, 1)
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La preuve se déroule comme celle du théoréme central limite, en écrivant au départ,

pour f € C?:

[E(f (Sn) —E(f (V)| = Tox, - - - Tox, () (0) = Toary - - - Toa,y (f) (0)]

< ||T0X1 .. 'TaXn (f) - TamY e 'TaanY (f)”

S Z ||T(;XL(f) - TaaiY(f)H )
=1

d’aprés la propriété 3.2.1.
On a pour n assez grand :

02$22PX7(dJIZ) + /

a;oly|>0

02a3y2Py(dy))] :

ST (1) = Taar (DI < 3 [oPae + 1771 /
=1 =1

oxi|>0

Par hypothese, (X,,)nen vérifie le critére de Lindenberg, et donc par la propriété

3.2.2, (a,Y,) aussi (ou Y, ~ N(0,1)), ce qui signifie que

n—o0o n—o0

1 < 1 <
8—22/ 23 Px,(dv;) — 0 et 8—22/ a?y* Py (dy) — 0.
n ;=1 J|wi|=snd n =1 Y ailyi|=snd

Les conclusions sont les méme et ’on obtient :

S, X N(0,1).

n—oo
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3.2.3 Tableaux tariangulaire

Définition 3.2.2 (Xn’i)1<i<rn nen €St appelée tableau tariangulaire des que les va-

riables de chaque étage (X, ;) sont indépendantes, ou pour tout entier n,

1<i<ry,

r, € N*,

1

Tn T2

Théoréme 3.2.2 Soit S, = (ZaQ ) ZX"»’" ot (X,;) est un tableau trian-
i=1 i=1

gulaire, dont les variables sont de variance a?

n,.’

et vérifient le critére de Lindenberg

étendu :

Tn -1 Tn
Vo >0, lim (Z afm) Z/ 2% Py, (dx) = 0.

i=1 v |z[=dsn

Alors S, X% (0,1).

n—oo

Preuve. Une preuve de ce théoréme est exposé dans [2], mais utilise les fonctions
caractéristiques. Montrons briévement que la preuve précédente s’adapte trés bien

dans ce cas.

Reprenons les étapes clés de la démonstaration, avec f € C?, ¢ >0et § > 0

choisi par uniforme continuté de f”, et en notant o = si :

n

B (50) =BG O < D [T () = Toa, ()]

Tn

<.
1=1

<e(l+2(51),

\

e e+ |If) ( / o*2? Py, (dz:) + / o?a? . Py (dy)
loz;|>0

an,i0|Yy|>6 Y,

pour n assez grand, grace au critére de Lindenberg étendu. Les conclusions sont

les mémes et finalement, on obtient :
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S, X N(0,1). m

n—oo

3.3 TCL, condition de Lindenberg, martingales

Soit (X, )n>1 une suite de variables aléatoires réelles de carré intégrable centrées.
On note, pour tout n > 1,5, = X; + ... + X,,,s2 = E[S?] et on pose si besoin

Sp = 0. L’objectif est d’obtenir le TCL sous la condition de Lindenberg

1 & n—oo
Ve > 0, S—2§ E [X71)x5e8]  — 0. (3.4)
" k=1

3.3.1 Variables indépendantes

On suppose dans ce paragraphe que les (X,,),>1 sont indépendantes et on note,

> — o2 2 .
pour n > 1,b, = s, 121%}%1@ (X7

Théoréme 3.3.1 Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires réelles de carré
intégrable centrées. La condition de Lindenberq [3.Jlest vérfiée si et seuement si

lim b, =0 et (S,/sn),>, converge en loi vers N de loi gaussienne centrée réduite.
n—-+400 =

Nous allons en fait démontrer une généralisation de ce résultat aux cas des
tableaux de variables indépendantes.

Soient (p,)n>1 une suite d’entiers strictement positifs et pour toutn > 1, X, 5,1 <

k < p, des variables aléatoires réelles de carré intégrable centrées. On note, pour

tout n > 1 et tout 1 < k < p,,

_ 2 _ 2 2 _ 2 _ 2
Ly = E X s o =B [ka] , on = E T o> 0p = max o ;.

1<k<
1<k<pn 1<k<pn =h=bn
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Dans ce contexte, la condition de Lindenberg s’écrit

Ve>0, M(e)= Y E [X§7k1‘xn,k|>a] e, (3.5)

1<k<pn

Théoréme 3.3.2 On suppose que, pour tout n > 1, les variables aléatoires X,, j, 1 <

k < p, sont indépendantes de carré intégrable et centrées tel que o2 — % > 0.

La condition de Lz’ndenberg est vérifiée si et seulement si lim 9, = 0 et

n—-4oo

(Zy),>, converge en loi vers oN ot N est gaussienne centrée réduite.

Avant de faire la démonstration de ce résultat voyons comment il permet de
retrouver le théoréme 3.3.1. Pour cela, il suffit, pourn >1etl1 <k <n, X, =

X/8n. On a alors, Z, = S,/sp,02 = 1,5, =b, et

n

n

Ve>0, A(e) ==Y E[Xx e -

Preuve. La condition de Lindenberg|3.5|implique que 9,, — 0. En effet, pour tout

1<k<p,ettout e >0,ona
BIX2] =B [ X205 Lo +B X250 1] Sh@) 42 (36)
et par suite, pour tout € > 0,

6n < Ap(€) +€%  limsupd, < &2

Il suffit de prouver I’équivalence entre la condition de Lindenberg et le convergence

en loi de Z,, vers o N sous I’hypothése supplémentaire que 9,, — 0.
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On utilise les fonctions caractéristiques ¢, de X, et ¢, de Z,. En raison de

indépendance des variables X, ;,1 < k& < n, on a ¢, = H On k- Selon le
1<k<pn
théoréme de Paul Lévy, le théoréme se résume a

n—-+oo n—+o0o _o%?
Ve>0, M (e) — 0 =3 VieR, ,(t) — e 2.

Commengons par écrire que

, 1 1
VreR, e"=1+ix— §£U2 + 5352@(3:),

avec, en particulier Re(Q(x)) =1 — 2272 (1 — cosz) et

1-Q@I<1 |Q() <min (2%) (3.7

Si X est une variable aléatoire de carré intégrable et centrée,

E[eX] =E|1+iX — %X2 + %XQQ(X)] = 1—%1@ [X?] —%E [(X?Q(X)]. (3.8)

Notons log z la détermination principale du logarithme. Rappelons que, pour

|z — 1| < 1,

_ w1 (2= 1) _ n |z — 1)
10gZ—nZZI(—1) — \P(Z)—logz—(z—1)|§nzz2\z—1\ BRSPS
On a, via[3.8] comme |1 — Q(z)] < 1.

|E[e¥] —1] = %E [(X?(1-Q(X))] < %E (X7 (3.9)
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En particulier, lorsque E [X?] < 2, |[E [¢™] — 1] < 1 et

logE [¢X] =E [¢"] -1+ R(X), ou R(X)=p(E[e*]).

Si B[X?] < 2, il résulte de 3.8 et [3.9 que

logE [¢™] = _1g [X2}+1E [X?Q(X)]+R(X), avec |R(X)| < 1_BLXT
2 2 ’ = 41— 1B[X?
(3.10)
Prenons ¢ € R. Par indépendance des variables X,, 5,1 < k < p,, on a
Yn(t) = H Pnk(t);
1<k<pn
d’auter part, on déduit de I'inégalité [3.9] que
t2
1l < =6
fax [oni(t) = 1] < 50
Puisque §,, — 0, pour n assez grand (4, < 2/t?),
Un(t) = ] €&+ =exp ( > log wn,k(t))
1<k<pn 1<k<pn
et compte tenu de applliquée a tX,, , pour 1 <k < p,
t? . 1 )
Z log Qpn,k(t) = _5 Z O-n,k_’_E Z E [Xn,kQ(tXn,k)} + Z R(tXn,k)
1<k<pn 1<k<pn 1<k<pn 1<k<pn
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Par hypothese, >°,_, 07, — o et I'inégalité de3.10|donne, comme 2 +— 1/(1~

x) est croissante sur |0, 1],

1<k<pn

—o?t?/2

Par conséquent, 1, (t) converge vers e si et seulement si

> E[X2,Q(tX..)] — 0.

1<k<pn
Il s’agit donc de montrer que la condition de Lindenberg est équivalente a

VeR, L= Y B[XZ,Q1X.)] =0

1<k<pn

Supposons la condition de Lindenberg vérifiee. On a alors, puisque |Q(x)| <

min(2, || /3), pour tout ¢ € R et tout € > 0,

E[X2,]Q(tX, )] <E {ngk min(2, [£X,,4] /3)1,Xn,k|>€} +E [ngk min(2, Xl /3)1) o

t]e
< 2R [Xfl’k1|xn’k|>a} + 5B [x2] (3.11)

d’out 'on déduit, en sommant de k£ =1 a p,,, pour tout t € R et tout £ > 0,

t
|ln(t)|§2/\n(s)+H5 > ory limsupll, (8)] < Seo”.

3
1<k<pn nteo

lim [, (f) = 0 pour tout réel ¢.

n—-+00
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Réciproquement, supposons que I, (t) — 0 pour tout réel ¢. En particulier,

VteR, Re(l,(t) = > E[X2,Re(Q(tXnx))] — 0.
1<k<pn
Or Re(Q(7)) = 1-2272(1—cos ) > 1—4x~2 pour |z| > 0. Si|z| > 2v/2, Re(Q(z)) >

+ et comme Re(Q) est positive

1
51\x|22\/§ < Re(Q()).

Par conséquent, pour tout € > 0,

S E [X?"kl\Xn,k!%] <2 Y E [Xik Re(Q(Z\/ﬁXW/e))] — 2Re <zn <2\/§/5>> 0.

1<k<pn 1<k<pn

Remarque 3.3.1 Si on veut seulement montrer que la condition de Lindenberg

2

est suffisante, la démonstaration est un peu plus simple. En effet, comme 0% — o2,

il suffit de démontrer que

Comme il s’agit de nombres complexes de module inférieur a 1, on a

2 2
t “n.k

H Son,k(t)_ H e 2

1<k<pn 1<k<pn

<y

1<k<pn
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En utilisant la relation|5.8, on obtient

2 2
t on,k

(Pn,k(t) —e 2

t? . t

On obtient alors en utilisant 'inégalité et en sommant sur k, pour tout € > 0,

t| o2 4
<o () + 12 Lot

1l suffit de faire tendre n vers l'infini puis € vers 0.

3.3.2 Le cas des martingales

On suppose a présent que (Sy,),>0 est une martingale de carré intégrable centrée

avec Sp = 0.
On note ({S,)),>¢ le crochet prévisible de cette martingale & savoir

(S), =0, (S) = Y B((Se—8u-1)"| Facr), n>1

1<k<n

Pour n > 0, on note s2 = E[S2] = E[(S),], et on pose, pour n > 1, X, =

Sp — Sn-1.

Théoréme 3.3.3 Soit (S,),>1 est une martingale de carré intégrable telle que
So == 0
Si ({Sn) /55)ns1 converge en probabilité vers 1 et si la condition de Lindenberg

est vérifiée, alors (S,/ 5721)@1 converge en lot vers N gaussienne centrée réduite.

Comme dans le cas des variables indépendantes, , nous allons montrer une gé-

néralisation de ce résultat pour des tableaux de différences de martingales. Soient
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(Pn)n>1 une suite d’entiers strictement positifs et, pout tout n > 1,(Z, k, ank)0<k<pn
une martingale de carré intégrable telle que Z, o = 0.0n note, pour tout n > 1 et

tout 1 < k <p,,

2
Xn,k - Zn,k - Zn,k—l; Vn,k - En,k—l (ka) ) An = max Vn,k;

1<k<pn

ot |, désigne l'espérance conditionnelle par rapport a F, . On note encore

An,O - O)

An,j = Z En,k—l ((Zn,k - Zn,k—l)z) - Z Vn,kzy Zn = Zn,pna An = An,pn-

1<k<j 1<k<j

Finalement, o> =B[22 = E[A,].

Théoréme 3.3.4 On suppose que liril on =0">0 et que (A,/02),~, converge

vers 1 en probabilité.

Si la condition de Lz’ndenberg est vérifiée alors (Z,)n>1 converge en loi vers

oN ou N suit la lot gaussienne centrée réduite.

On retrouve le théoréme 3 en considérant X, = (Sk — Sk—1) /Sn-

Preuve. Commencons par établir le théoréme lorsqu’il existe une constante C'

itZn]

telle que A, < C pour tout n > 1. Il s’agit donc de démontrer que E [e

2 2

2.2 . . . R : 2,2
e t"/2 Puisque 02 — 02, ceci revient & montrer que E [e’tZ"+”nt /2} — 1. Re-

itZn+o2t2/2 _ ez’th+Ant2 /2

marquons d’autre part que e converge vers 0 dans L'. En

effet,

eitzn+agt2/2 N eith+Ant2/2 _ eagt2/2 . eAnt2/2

et comme 02 — 02 A, /02 — 1 en probabilité, cette derniére quantité converge

vers (0 en probabilité. On obtient la convergence dans L! par convergence dominée
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puisque 0 < A,, < C. Nous devons donc montrer que

E [ pitZn+Ant? /2] ) [ it Znpn+Anpat?/2] m2E0 |

Soit n > 1. Posons, pour 0 < k < H, = etZnpntAnmt?/2 op g eitZn+Ant®/2 _
el y P = = DPn, g

1= H,, — H, puisque Hy =1 et

‘E |:€ith+Ant2/2:| — 1‘ =|E Z (Hy — Hy—1) I

> Busi (Hy —HH)] ‘

1<k<pn

Par conséquent,

> (B (Hy — Hk_1)|] : (3.12)

1<k<pn

On a, pour tout 1 < k < p,,

H,— H,_, = it Zn k-1 +12 An 1/2 (eitka - e_tQVn,kﬂ)

2v2 2
= eith7k—1+t2An,k/2 (1 + 'LtXnJ{; _ ¢ Xn)k + t_X2

2 9 n,kQ (tka) — e_tzvn,k/Q)

et puisque A, k, Zn k-1 €t V,, sont F, ;1 mesurables et By, ;1 (X, x) =0
t2

En,k—l (Hk . Hk:—l) — eith,kflthQAn,k/Q <§En,k—1 (qu,kQ (tka) U (t2vn2,k/2)))

ounU(z)=e*—1+2z. Comme 0 < U(x) <2?/2pour z > 0et A,y < A,y <C,
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on obtient

t2 2
B k1 (Hp — Hip—1)| < €Ct2/25 (En,kl ( ik 1@ (tXnk)’) + Vz, )

9 t2 2

et sommant ces inégalités de k =1 a p,, puisque 4, ,, = >, <k<pn Vg < C,

2 /9 12 t2
Z Breo1 (Hp — Hi—1)] < /25 ( Z Bkt (X34 1Q (tX04)]) + ZAnC> :

1<k<pn 1<k<pn

L’inégalité donne alors

. t2
‘E [ethn+Ant2/2] . 1‘ Ct2/2 ( Z Enk 1 27,6 ‘Q (tXn’k)’) -+ ZAHC> .

1<k<pn

puis en utilisant pour tout € > 0,

it Zn+Ant? /2 Ct?/2 t? ’t‘ £
)]E [e’ ntAn ]—1( <P (20 () + Geow + TCE[A] ). (3.13)

Il reste donc a estimer E[A,]. Utilisant le méme découpage que pour obtenir

I’'inégalité on a, pour tout € > 0,

N D (Xg,k1|xmk,>e) 12 BAL < (e) e

1<k<pn

Il suffit de prendre lim sup dans I'inégalité [3.13| pour conclure.
n—-+00

Affranchissons nous a présent de ’hypotheése A,, < C. Puisque A, converge

vers o2 en probabilité, P (A, > C) converge vers 0 pour tout C' > 2. Prenons un
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tel C' > 02 et posons

Vn>1, V1I<k<py, X;,k = Xn,klAn K<SC*

Par construction,

X;k{ < {Xnk| et, comme A, ; est F,, _1-mesurable, E,, (X;:k)
0et Ay~ < C. Dautre part, A}, = A, et Zy = Z, sur {A, <C} — 1, A, — A
et Z, — Z* converge vers 0 en probabilité. En particulier, A* converge vers o2 en
probabilité. En fait A, — A% converge vers 0 dans L! puisque 0 < A* — A, < A,
et (An),>, est équi-intégrable car convergeante vers 0? dans L' via le lemme de
Scheffé. Il s’en suit que (0*)* = E[A*] — o2 Enfin \* (¢) < A, (¢). On peut

donc appliquer le résultat précédant a la suite (Z7) ., qui converge en loi vers

oN. Puisque Z! — Z,, converge vers 0 en probabilité, il en va de méme de la suite

(Zn)n21 . n
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Conclusion

D ans ce travail, nous avons exploré 'application du théoréme central limite
avec la condition de Lindenberg pour les martingales. Notre étude nous a
permis de constater que cette théorie revét une importance capitale dans l’analyse

du comportement asymptotique des sommes de variables aléatoires indépendantes.
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nesume

Dans ce travail, nous avons étudié les martingales, et nous présentons le théoreme
central limite (TCL) sous condition de Lindenberg sur tout le cas des martingales.

Mot clés : Martingale, condition de Lindenberg, théoreme central limite.

ADSTIract

In this work, we studied martingales and present the Lindeberg’s conditional
central limit theorem (CLT) for the general case of martingales.

Key words : Martingale, Lindeberg’s conditional, Central limit theorem.
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