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Introduction

n statistique, l'intervalle de confiance (IC) fournit une estimation de 'incer-
titude associée & un échantillon, et la loi normale joue un role crucial dans la
construction de ces intervalles lorsque les conditions d’application sont réunies.
L’utilisation conjointe de ces concepts permet de faire des inférences statis-
tiques sur les parameétres de la population & partir des données échantillonnées. De ce point
de vue, l'objet principal de ce mémoire concerne ces deux concepts fondamentaux en sta-
tistique, souvent utilisés ensemble pour estimer des parameétres inconnus d’une population :

L’intervalle de confiance et la loi normale.

Historiquement, la loi normale est marquée par les contributions de nombreux mathémati-
ciens et scientifiques et elle est souvent associée & Carl Friedrich Gauss, un mathématicien
et physicien allemand. Gauss a utilisé cette distribution pour analyser des erreurs de mesure
dans l'astronomie. Il a montré en (1809) que les erreurs de mesure pouvaient étre modéli-
sées par cette distribution, qui a pris son nom en raison de ses contributions significatives.
Pierre-Simon Laplace, un mathématicien et statisticien francais, a également contribué a ’éla-
boration de la loi normale. Dans son ouvrage "Théorie analytique des probabilités" (1812),
Laplace a utilisé cette distribution dans son analyse des erreurs et a montré que la somme de
nombreuses variables aléatoires indépendantes suit une distribution normale, ce qui a plus

tard été formalisé dans le théoréme central limite.

Au 19éme siecle, la loi normale a été de plus en plus adoptée dans divers domaines de la science

et de l'ingénierie pour modéliser des phénomeénes naturels et des erreurs de mesure. Son
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utilisation s’est étendue a ’économie, a la biologie, a la physique, et a bien d’autres disciplines.
Le théoréme central limite, formalisé au début du 20éme siécle, a renforcé I'importance de
la loi normale. Ce théoréme stipule que, sous certaines conditions, la somme de nombreuses
variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées tend vers une distribution

normale, quel que soit la distribution d’origine de ces variables.

Aujourd’hui, la loi normale est une pierre angulaire de la théorie des probabilités et statis-
tiques. Elle est utilisée pour modéliser une grande variété de phénomeénes naturels et humains,
et sert de base pour de nombreux tests statistiques et techniques d’inférence. Ce mémoire
explore la construction des intervalles de confiance pour la moyenne et la variance dans le
cadre d’un échantillon gaussien. Nous utiliserons les propriétés de la distribution normale,
I’estimation de ces parameétres et leurs comportement asymptotiques pour établir des inter-
valles de confiance pour la moyenne, la variance, la différence deux moyennes et le rapport

de deux variances d’une population gaussienne.

Le mémoire est organisé en deux chapitres, comme suit : Le premier chapitre est consacré
a un rappel de quelques lois usuelles et leurs caractéristiques, ainsi qu’aux propriétés fonda-
mentales de I’échantillonnage relatives a la moyenne et la variance empiriques. Des résultats
importants, tels que les lois des grands nombres et le théoréme central limite. Puisque la
loi normale joue un role important dans la détermination des intervalles de confiance, la
derniére partie de ce chapitre est réservé aux méthode de génération de variables aléatoires
gaussiennes via la méthode de Box-Muller. Le deuxiéme chapitre commence par un rappel sur
I'intervalle de confiance : définitions, usage et construction simple. Puisqu’en s’intéresse a la
moyenne et la variance de la population normale, nous allons étudier en détailles le probleme
de construction des intervalles de confiances de ces deux paramétres, ainsi que la différence
et le rapport entre aux dans le cas ot la moyenne est connue (respectivement inconnue) et de
méme pour la variance. Une étude de simulation a ’aide du logiciel de traitement statistique

R est donné pour illustrer par des exemples, les résultats théoriques obtenus.



Chapitre 1
Généralités

Ce chapitre est consacré a un rappel de quelques lois usuelles et leurs caractéristiques,
ainsi qu’aux propriétés fondamentales de ’échantillonnage relatives a la moyenne et la
variance empiriques. Des résultats importants, tels que les lois des grands nombres et le théo-

réme central limite, ainsi qu’aux méthode de génération de variables aléatoires gaussiennes.

1.1  Quelques lois usuelles

1.1.1 La loi gaussienne ou normale

e L’origine de la loi :

L’émergence de ce que I'on nomme aujourd’hui la loi normale est le résultat des travaux
de plusieurs scientifiques éminents. Bien que ses prémices remontent aux années 1730, son
établissement officiel est souvent attribué au début du 19° siécle, grace aux contributions
indépendantes de deux mathématiciens : le Frangais Pierre-Simon de Laplace et I’Allemand
Carl Friedrich Gauss. Laplace a développé son approche en se penchant sur les probabilités,

tandis que Gauss a privilégié une approche plus statistique dans son étude de cette loi.

Définition 1.1.1 (Fonction de densité) Soit X une variable aléatoire (va) de densité f :

On dit que X suit une loi normale de paramétres réels, d’espérance p et de variance o? et
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d’écart type o (u € R,0 > 0), si elle admet la densité :

on note X ~ N (u,0?).

Proposition 1.1.1 La fonction [ définie bien une densité de probabilité car :
e Vz eR, f(x) > 0.
e La fonction f est continue sur R.

e L’intégrale de la fonction de densité f(x) égale 1, on a :

Foo 1 oo 1l/x—p\2
f(z)dz = / e 205 ) dx
0o oV2T J -

Par le changement de variable

t= (x_ﬂ) = x=(to+pu) avecdr = odt

On obtient :
Foo 1 +oo 1,2 oo 1,2
f(z)dx = —/ e 2dt =1 (car: / e 2" dt = /2m intégrale de Gauss)
—00 V21 J - —00

Définition 1.1.2 (Fonction de répartition) On appelle fonction de répartition d’une va

X qui suit la loi normale N (1, 0?), la fonction définie par :

F(z) =P(Y <) = / e 2y,
Proposition 1.1.2 L’espérance et la variance de la loi normale N'(u,c?) sont respective-

ment :

EX]=pu et V(X)=0"
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Preuve. Calculons d’abord ’espérance :

+o0 too
BlX] = v f(z)ds = L e
- —00 avV 27‘[‘

1
e 255 dy

=l

Posons : z = =F = 2 = 0z + p et dz = odz, alors :

+OO 2
(o0z+ T odz
oV 2T / ,u

1 “+o00 —+00 2
=0 2dz+—/ e"7dz =0+
V2T /_oo o=
_/—/
=V2r

E[X] =

La variance de X s’écrit :

V(X) = E(X?) — (E(X))?

etona:

E(X?) = +Oox2. r)dr = +OO e~ 255" .
o= [ oo = o= |

Par changement de variable z = =%, nous trouvons :

“+00 2
(0z+ 2" T odz
0\/27r/ M
“+o0 +o0o “+o0 2
o22%e” 2dz—|——/ e?dz—i-—/ ozue  2dz
\/27‘(/ s H

+o0o

- m/: \/_/ etk v I

:02+,u2.

E(X?) =

Finalement on trouve

V(X) = B(X?) — (B(X))® = 0 + 1% — ()’ = o

Passons ensuite a la fonction caractéristique et & la fonction génératrice des moments d’une

loi normale N (y,0?). =
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Proposition 1.1.3 (Fonction caractéristique) Soit X une va de loi N'(j1, 02), la fonction

caractéristique de loi normale notée px(t), définie sur R a valeurs complezes par :

t20?
ox(t) = exp(itz) exp (_T> :
Preuve. On a :
(ith) it T ta) —b(zzmy2
t) = Ele\"M] = e flx)dr = He s ) dx.
ex(0) =Bl = [ e payae = —— [ "

Posons [ = ,alors © = ol + p et dv = odl, donc :

(t) ‘/— / ety = < / G
— g _— (& 2
X oV 2T V2T J_so

_ 1242
eztue 20 t +o00
= e

Vo S

2t2

M\»—‘

(I—ot)? dl = eit,uef%o

Proposition 1.1.4 (Fonction génératrice des moments) La fonction génératrice des mo-

ments d’une loi N'(u,c?) est donnée par :

ot?
g(t) = exp (/ﬂf + T) :

Preuve. Par la définition de la fonction génératrice des moments, on a :

1 Foo (2=t )2
t :Eetw = / 6 6 2 )d$
g(t) = E[e"] T
oV 2T oV2rm
“+00 (‘L ;4) Tt(z— ”‘)d /+OO M+t(z H)d
— xr = X
a\/27r/ oV 2T
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Posons z = x — p, on obtient :

t 400 ‘ 100

5(t) = G / ei%ﬂzdz = — H / o~ 52 (272054 (0%2)* ~(20%)) 7,
OV2T J o oV21 J_so

2

t# ﬁ “+o00 2
ere 2 1 21)2 gz
(z—0o?t)?dz et,ue 5

= — [ 202
oV2r J_

Définition 1.1.3 (Loi normale standard) La loi normale «standard» ou loi «de réfé-
rence» est un cas particulier de la loi gaussienne de parameétre p = 0 et 0> = 1, c’est ce

qu’on appelle la loi normale centré-réduite N'(0;1). Elle admet la fonction densité défini par :

f@) = —e%,  (zeR)

et en déduit par transformée : si X ~ N(u,0%) = Z = X2 ws N(0;1).

[

Nous donnons dans la sortie graphique [I.1] suivante, I’évlution des courbes de la fonction de

densité d’une va N (1, 0?), pour différentes valeurs des paramétres p et 0.

s mu=0,segma=1 s mu=0.7,segma=1
—— mu=0,segma=15 —— mu=0,segma=1
— mu=0,segma=0.7 —— mu=15,segma=1
—— mu=0,segma=2 — mu=2,segma=1

0.6
0.6

0.5

0.5

f(x)
03 04
Il Il

f(x)
03 04
|

0.2
1
0.2

F1G. 1.1 — Densité d’une loi normale : centrée avec différentes variances (panneau de gauche)
et réduite avec différentes moyennes (panneau de droite).

Remarque 1.1.1 La fonction de répartition d’une va Z de loi normale standard, définie



Chapitre 1. Généralités

par :

o(x)=P(Z<zx)= \/% /_x e‘édz.

La figure [I.2) suivante, présente 1’évlution des courbes de la fonction de distribution d’une va

N (1, 0?), pour différentes valeurs des parameétres p et 2.

mu=0.7,segma=1
—— mu=0,segma=1
—— mu=15segma=1
— mu=2segma=1

S mu=0,segma=1
—— mu=0,segma=15
—— mu=0,segma=0.7
—— mu=0,segma=2

f(x)
0.6

0.4
|

0.2

Fic. 1.2 — Fonction de répartition d’une loi normale : centrée avec différentes variances
(panneau de gauche) et réduite avec différentes moyennes (panneau de droite).

Remarque 1.1.2 La fonction caractéristique et la fonction génératrice d’une v.a X de la

loi normale standard sont données respectivement par :

Proposition 1.1.5 Toute combinaison linéaire de va gaussiennes indépandantes est une va

gaussianne.

Preuve. Pour la démonstration voir [5, page 54]. m

1.1.2 La loi du Khi-deux

Définition 1.1.4 Soit Z1, Zs, ..., Z, une suite de va indépendantes et identiquement distribué

(i.i.d) de loi N'(0,1). Alors, la va > Z? suit une loi appelée loi du khi-deuz & n degrés de
i=1

liberté (d.d.l), notée x*(n).
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Propriétés 1.1.1 Si X suit une loi de x*(n), alors

1. sa fonction caractéristique est (1 — 2it)™™/2.

2. sa densité est :
1 o

fo) = ) e 2 pour x >0

0 sinon.

ot ' est la fonction Gamma d’Euler définie par : T'(t) = [ z'"le *dx.

0
3. Uespérance de X est égale au nombre n d.d.l et sa variance est 2n.

4. La somme de deux va indépendantes qui suivent respectivement x?(ny) et x*(ny) suit aussi

une loi du x? avec ny + ny d.d.l.

Le graphe suivant, donne une illustration de la fonction de densité de la loi du Khi-deux

pour différentes valeurs du degré de liberté.

df=1

_— df=2

0.5

_— df=3

df=5

0.4
|

(%)

0.2
|

0.1
|

Fic. 1.3 — Fonction de densité de la loi du Khi-deux avec différents degrés de liberté.

Théoréme 1.1.1 Soit un n—échantillon X1, X ..., X,, de loi N'(u,0?%), on a :

n-Dg_ -1 1 > (X = X)? - xP(n—1),

avec X = %X;X, et S? = ﬁ 1(XZ- — X)? sont respectivement la moyenne empirique et la
1= 1=

variance empirique corrigée.
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Preuve. On a :
Z(Xi —p)? = Z(Xi - X +n(X —p)?
; i=1

Soit
(X; — X)?

n ~ 2
Xi—p 221'1 i X —p
— o o2 a/\/n)

— \2
Les deux termes de droite sont respectivement ("_012)52 et ( ji:/%) qui est une gaussienne

n

centrée réduite. Ces termes aléatoires étant indépendants (car si la loi mére est gaussienne,
X et 52 sont des v.a indépendantes) et les v.a £ étant indépendantes de loi N(0;1), en

termes de fonctions caractéristique, on a :

1 \? 1\ Y2 1
= QO t). - 1t < =
(1—22'15) Pra=ysz (1) (1—2zt> (sit<3)

1 \"7
@(n,1)52 (t) = <1 _ 2'Lt)

Sachant que I’espérance d’une loi x?(n — 1) est n — 1 et sa variance 2(n — 1), on voit que :

Donc,

2y 2 2\ __
B(S?) =0 et V($?) ="

Ce qui prouve le théoréme. m

1.1.3 La loi de Student

Définition 1.1.5 Soit Z et Q deux va indépendantes telles que Z ~ N(0,1) et Q ~ x2(n),

alors la va

Tl

suit une loi appelée loi de student a n d.d.l, notée t(n).

Propriétés 1.1.2 Pour la loi de Student a n degrés de liberté, on a

10
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1. La densité est :

2. L’espérance n’est pas définie pour n =1 et vaut 0 si n > 2. Sa variance n’existe pas pour

n <2 et vaut n/(n —2) pour n > 3.

Le graphe [I.4] suivant, donne une illustration de la fonction de densité de la loi du Student

pour différentes valeurs du degré de liberté.

~
= . —  uoa
2T - R aal
e RN aal
y e ~ ;\\ < adi=20
4 d Y
% g R
@ ] 7 I
o /// I N
A R,
P AN
i N
P
- Pd A
x o | % My
= o td \\
4 %,
& NE
g S
7 X
# N
- A ",
S -~
P ™
- "\\
2 S
Pt I =S
o | P TR =
S

Fic. 1.4 — Approximation de la loi de Student, avec différents ddl, par la distribution de la
loi normale N (0;1).

Remarque 1.1.3 Pour n =1, la loi de Student s’appelle loi de Cauchy.

Théoréme 1.1.2 Soit X1, Xs...., X,, un n—échantillon de loi meére N'(u,0?). Alors :

X —p
S/vn

~st(n—1)

Preuve. 1l suffit d’ppliquer la définition de la loi de student aux va’s : :

>

A

“ ST e e=

les calculs sont admis. =

11
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Remarque 1.1.4 Les applications de la loi de student se rencontrent souvent en statistique

dés lors qu’on est appelé a remplacer o, en général inconnu par son «estimateur» naturel S.

1.1.4 La loi de Fisher

Définition 1.1.6 Soit Q; et Qs deux v.a indépendantes telles que : Q1 ~ x*(n1) et Qg ~

x%(n2), alors la va
_ Ql/nl
Q2/n2

F

suit une loi de Fisher-Snedecor a (ny,ns) d.d.l, on note F' ~> F(ny,ny).

Propriété 1.1.1 La fonction de densité de la loi F(ny,ngy) est :

ni ny—2

) (E) " T six>0 (0, sinon)

(1+ mg)™5"

Son espérance existe si ny > 3 et est égale a n;liz' Sa variance existe si ny > 5 et est égale a

27’1% (n1 +n2 —2)
ni(n2—2)2(n2—4) -

Remarque 1.1.5 Si H suit une loi de Fisher F(ni,ns), alors & ~» F(na, ny).

Si de plus, T suit une loi de Student a n d.d.l, alors T* ~ F(1,n).

Le graphe (1.5 suivant, donne une illustration de la fonction de densité de la loi du Fisher

avec différentes valeurs du degrés de libertés.

_— Fisher df1=1, df2=1

o _— Fisher df1=2, df2=1
Fisher df1=6, df2=2

_— Fisher df1=20, df2=20

100

F1G. 1.5 — Fonction de densité de la loi du Fisher avec différents degrés de liberté.

12
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1.2 Les types de convergance

On considére une suite (X,,),>1 de va’s, étant une suite de fonction de © dans R, il existe
diverses fagon de définir la convergance de (X,,),>1 dont certaines jouent un grand role en

calcul des probabilités et dans I'estimation et 'inférence statistique.

1.2.1 Convergence en probabilités

Définition 1.2.1 On dit que la suite de va (X,)n>1 convarge en probabilité vers une va X,
st pour tout € > 0 :

P(IX, — X|<¢) — 1

ot, de facon équivalente :
P(X,—X|>¢) — 0

n—oo

et on écrit : X, . x.

1.2.2 Convergence en loi

Définition 1.2.2 On dit que la suite de va (X,,),>1 de fonction de répartition F,, converge

en loi vers une va X de fonction de répartition F', si :

lim F,(x) = F(x)

n—oo

L c
on écrit alors : X, — X.

1.2.3 Convergence presque sire

Définition 1.2.3 On dit que la suite de v.a (X,),>1 converge presque sirement vers une v.a
X, si:
P(lmX, #X)=0

n—oo

13
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L, . p.s
et on écrit : X,, —

1.2.4 Convergence en moyenne quadratique

Définition 1.2.4 On dit que la suite de v.a (X,,)n>1 converge en moyenne ou d’ordre p vers
la va X , avec 0 < p < o0, 81 :

B[ X, = X["] — 0

n—oo

et on écrit pour p = 2 (convergence en moyenne quadratique) : X, My,

Remarque 1.2.1 Les implications suivantes permettent le passage entre certains types de

convergence .

x, Moy~ x, 2. x

n—oo n—oo
.8 P
X, 2 X=X, — X
n—oo n—oo
P L
X, — X=X, — X.
n—oo n—oo

Remarque 1.2.2 Les relations entre les types de convergences précédentes sont vrais, si en

remplace la va X par une constante réelle a.

Théoréme 1.2.1 (Inégalité de Markov) Soit Y une va réelle, g une fonction croissante

et positive ou nulle sur l’ensemble des réels, vérifiant g(a) > 0, alors :

E(g(Y))

Ya > 0, PY >a) <
( ) g9(a)

14
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Preuve. On a :

9(y) f(y)dy = SMﬁ@@+/ 9(v)f () dy

Y<a Y>a

J
> / 9(y)f(y)dy (car g est positive ou nulle)
Y

Il est clair que : E(g(Y)) > g(a)P(Y > a). m

Théoréme 1.2.2 (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev) Soit X une va admettant une

espérance B(X) et de variance finie o2, alors pour tout réel ¢ strictement positif, on a :

0,2

PIX —B(X)| 2 9 < T

Preuve. Pour montrer I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, il suffit de prendre Y = | X — E(X)],

a = e et g(t) = t* dans I'inégalité de Markov. m

Théoréme 1.2.3 (Loi faible des grand nombres) Soit (X,,) une suite de va iid d’éspé-

rence et de variance finies, alors :

X, 2 E(X) =p.

n—oo

Théoréme 1.2.4 (Loi forte des grand nombres) Soit (X,,) une suite de va iid d’éspé-

rence et de variance finies, alors :

X, 2% E(X) =p.

n—oo

Théoréme 1.2.5 (Cenrale limite) Soit (X,,) une suite de va i.i.d admettant une moyenne

p et une variance o2 finies. Alors, la suite f;\;g converge en loi vers la va de loi N'(0,1), et

15
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en écrit :

7n — K L
o/ e N O )

Preuve. La démonstration est basée sur les fonctions caractéristiques. Pour les détails, voir

[0, page 83] et [2, pageld]. m

1.3 Echantillonnage

Définition 1.3.1 Soit X une va sur un référentiel Q2. Un échantillon de X de taille n est un
n—uplet (Xi, ..., X,) de va’s indépendantes de méme loi que X . La loi de X sera appelée loi

mére. Une réalisation de cet échantillon est un n — uplet de réels (xy, ..., x,) ot X;(w) = ;.

1.3.1 Moyenne empirique

Définition 1.3.2 On appelle moyenne de l’échantillon ou moyenne empirique, la statis-

tique notée X définie par :

- 1

i=1
Proposition 1.3.1 Soit i et 02, respectivement la moyenne et la variance de la v.a X de la
loi meére. On a :

2

E(X)=pu et Var(X) = %.

En effet,

E (%ZX> = %ZE(XJ Z%Zu = 1.

i=1
Puis, en raison de l'indépendance des X; :
2

1 « 1 « 1 — 2
V(EZ;X@)ZEZ;V(XZ-)ZEZ;JQZ%:%.

Remarque 1.3.1 1. Par le théoréme centrale limite X converge en loi vers N (i, \/Lﬁ) lorsque

n tend vers l'infini.
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2. Les moments centrés d’ordre 3 et 4 de X sont repectivement :

g + 302(n -1)
n3

—_ /JL —_
ma(X) =5 et pa(X) =

1.3.2 Variance empirique

Définition 1.3.3 On appelle variance empirique, la statistique notée S? définie par :

Sr==) (X;—X). (1.1)

Proposition 1.3.2 L’espérance et la variance de la variance empirique sont :

~-1, 1

B(S2) =0 et V(5) ="~ [(n—Dps—(n—3)0"],

n

Wy est le moment centré d’ordre k.

Preuve. Supposons que E(X) =u, on a alors :

1 < — 1 < —
E(Si):EE E(Xi—X)2:ﬁ§ B(X; — p+p—X)*
=1

i=1

= = S B - )~ B(X -

1< —
=~ ZVGT(XZ-) —Var(X) =0> - — = o2
i=1

Pour la variance V(S2), voir [9] ou [8]. =

Définition 1.3.4 On appelle variance empirique corrigée la statistique :

g2 ! (X - X)%

n—1
i=1

Remarque 1.3.2 1) L’espérance de la variance corrigée est égale o*. Cepandant ’écart-type

17
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corrigé reste biaisé pour o car :

B(V'S7) # VB(57),

mais il est asymptotiquement sans biais.

2) La variance emprique l'orsque n tend vers l'infini est : V(S?) —

n—oo
Théoréme [1.2.9 :

Par approrimation, on trouve :

2 2
ﬁj;:; A0 1),
=

Théoréme 1.3.1 La covariance entre X et S? est :

Preuve. Pour la démonstration voir [9], page 281. =

1.3.3 Cas particulier d’échantillons gaussiens

pa—
n

o4

, et d’aprés le

— Si la loi mére est gaussienne alors X est gaussienne, en tant que combinaison linéaire de

gaussiennes indépendantes d’aprés la Proposition Alors,

— 0'2

— La moyenne et la variance empiriques sont indépendantes. En effet, d’apres (|1.2))

n—1

Cov(X,S?) =

n2

18
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— La variance empirique vérifie :
2
nS; 9

o2 7 Xn-1-

pour plus d’informations et détails voir [J, page 282] et [8, page 54].

1.4 Méthode de Box-Muller

Dans cette derniére section, nous présentons une méthode de génération de va’s gaussiennes.
La méthode Box-Muller est introduite par les statisticiens G.E.P. Box et M.E. Muller en

1958. Cette méthode permet de générer des v.a normales & distribution centrée réduite :

Soient U et V' deux v.a i.i.d de loi uniforme U [0, 1]. Alors X et Y définies par :

X = cos(2nU)(—2log V)2
Y =sin(2nU)(—2log V)2

sont deux va’s normales centrées réduites et indépendantes.

Maintenent nous essayons de donner un argument du fait que X et Y soient de loi normale,
mais ce n’est pas une preuve rigoureuse. Posons p? = X% + Y2 tel que p* ~ x?(2), et

0 = arctan (%) est 'angle formé par le vecteur (X,Y)" de la loi uniforme sur [0, 27].

La construction de Box-Muller permet de retrouver ces propriétés. Alors on a :

Y in(27U)(—2log V)3
arctan (—) = arctan sin(2rU)(=2log )1 = arctan(tan(27U)) = 2nU.
X cos(2rmU)(—2log V)2

Comme U est uniforme sur U|0, 1], et 27U est uniforme sur [0, 27]. D’autre part, on a :

p? = X?+Y? = (cos’(27U) + sin*(2nU)) — 2logV = —2logV
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Donc il reste a déterminer la loi de —2log V' :

P(—2logV <x)=P <logV > ;) =P (V > exp <—7x>)

—1-P <V < exp (‘;)) = 1—exp (—795) (car V ~ U[0, 1]).

Ce qui correspond a la fonction de répartition de la loi du Khi deux a 2 d.d.l.

Comme application, par I'algorithme de Box-Muller nous avons réussi a simuler et générer
des données distribuées selon une loi normale A (0, 1) a 'aide du logiciel R, pour deux tailles
d’échantillon distincte (n = 100 et n = 500). Dans la figure[L.6|suivante, nous donnons I'allure
ressemblant & la courbe de Gauss des histogrammes des données simulés par ’algorithme de

Box-Muller, pour n = 100 (panneau de gauche) et pour n = 500 (panneau de droite).

n =100 n =500

Fic. 1.6 — Algorithme de Box-Muller : Histogrammes de X, (pour n = 100 panneau de
gauche),(pour n = 500 (panneau de droite).
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Chapitre 2

Intervalle de Confiance : cas (Gaussien

'intervalle de confiance (IC) est une plage de valeurs probable pour un parameétre
statistique, calculé a partir d’un échantillon de données. En utilisant des méthodes
telles que les fonctions pivots, les lois limites et les distributions connues, on peut
construire ces intervalles pour divers parameétres, tels que la moyenne ou la variance, offrant

ainsi une mesure de fiabilité de ’estimation.

Dans ce chapitre, nous allons étudier en détailles le probleme de construction des intervalles
de confiances dans le cas gaussien de la moyenne et la variance, ainsi que la différence et
le rapport entre aux dans le cas ou la moyenne est connue (respectivement inconnue) et de
méme pour la variance. Une étude de simulation a ’aide du logiciel de traitement statistique

R est donnée pour illustrer par des exemples, les résultats théoriques obtenus.

2.1 Intervalle de confiance et fonction pivot

Définition 2.1.1 Soit X1, X, ..., X,, un échantillon issu d’une va X de loi de densité (ou
fonction de probabilité) f(x;0) ou 6 € O est un paramétre inconnu de dimension 1. On appelle
procédure d’intervalle de confiance de niveau v € (0,1) tout couple de statistiques (11, T5) tel
que V0 € O :

Py(T) <0 <Ty) >n.
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Pratiquement, on choisira 7 assez élevé : couramment v = 0.95(95%). Ainsi, il y a une
forte probabilité pour que I'intervalle & bornes aléatoires [T}, T3] contient la vraie valeur de 6.
Autrement dit, dans 'univers des échantillons possibles d’une proportion, au moins v d’entre

eux, on obtient un intervalle qui contient 6.

Remarque 2.1.1 Dans certaines situations, on peut n’intéressé qu’a établir une borne in-
férieure ou une borne supérieure pour 6, Ty ou Ty étant rejeté o linfini. On parle alors

d’intervalle de confiance unilatéral (par opposition & «bilatéral» ).

Exemple 2.1.1 Considérons l’exemple artificiel d’une loi mére gaussienne avec une variance

connue supposée égale a 1. On a

X —yp
- ~ N(0;1)

v

d’ot :

X —
P(-1,96 < =% < 1,96) = P(

7 v
1.96 est le quantile d’ordre 97.5% de la loi N (0;1). Donc,

-1,96 — 1,96
—— < X —p< —=)=0.95.

— 196 _ 6
P(X - =2 X+ -22) =095
( \/ﬁ<u< +ﬁ)

d’ot, a 95% :

1.96 — 1.96
<X+

Ve <R XTRE

et ceci YV ce qui prouve que [X —1.96/v/n; X +1.96/y/n] constitue une procédure d’intervalle

X —

de confiance (IC') de niveau 95%. On wvoit sur cet exemple que la largeur de l'intervalle est

proportionelle a l’écart type 1/y/n de Uestimateur ponctuel X pour ju.

Remarque 2.1.2 Pour les cas continus, comme dans [’exemple précédent, on peut espérer
attiendre exectement le niveau vy que l'on s’est fixé, du fait de la continuité des fonctions de
répartitions. Pour les cas discrets, cependant un niveau de probabilité donné peut ne pas étre
attient en raison des sauts de discontinuité. Nous donnerons plus loin un exemple illustrant

cela. On se devra alors d’avoir une attitude conservatrice, ¢’est-a-dire d’utiliser une procédure
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garantissant que [11,Ty] ait une probabilité de couwvrir 6 qui soit au moins égale au niveau
nominale v. C’est pourquot il est nécessaire que vy apparaisse comme une borne minimale de
probabilité dans la Définitior{2.1.1. Notons encore au vu de l'exempld2.1.1], que le choix de

lintervalle n’est pas unique. On aurait également pu prendre :

X
P (2’0.03 < I a < Zo.gg) =0.95

vn

comme point de départ ou tout autre couple de quantiles (24, 20.95+0) avec o € [0;0.05].

Dans le contexte de la Définition2.1.1], soit x1,xs, ..., 2, une réalisation de X7, X, ..., X,
conduisant a la réalisation (¢1,t2) de (77, T%). Alors U'intervalle [t1, 2] est appelé intervalle de

confiance de niveau  pour € et ’on note :

IC, (8) = [t1,1a].

Iintervalle de confiance est donc I'application numérique de la procédure suite a la réalisation

de ’échantillon.

Remarque 2.1.3 1. Lorsque [intervalle est symétrique par rapport a l’estimation ponctuelle

on pourra aussi noter comme pour l’application ci-dessus :

-, 1.96
100.95(/,6) =X+ —.

vn

2. On remarquera que le fait d’augumenter le niveau de confiance accroit la largeur de 1'in-
tervalle et qu’il n’est pas possible de donner un intervalle certin autre que © dans sa totalité.
3. Sl s’agit d’estimer une fonction h(0) bijective, par exemple strictement croissante du

paramétre 0, il suffit de prendre l'intervalle [h(t1), h(ts)].

Définition 2.1.2 Une fonction g(Xi, Xa, ..., X,; 0) est appelée fonction pivot si :

1. la loi de g(X1, Xa, ..., Xp; 0) est connue et ne dépend pas de 6.
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2. pour tous réels uy et uy tels que uy < ug et tout (xq1,xa, ..., z,) € R, la double inégalité :

U1 S g(Xl,XQ, ,Xn,e) S U9

peut se résoudre (ou «pivoter») en 0 selon :

t(@1, To, .oy ) <0 < to(x1, 29, ..., Ty)

Dans I'exempld2.1.1| la va %% était une fonction pivot car pour toute valeur X on peut

résoudre 'inégalité :

X —pu _ U _ U
— =< u<T——F.
vn

vn

Notons que dans cette derniére définition, on peut évidemment se restriendre aux valeurs
(21,2, ..., ;) appartenent a I'ensemble des réalisations possibles pour 6 quelconque. Remar-
quons aussi qu’une fonction pivot n’est pas une statistique car elle contient le paramétre

inconu 6.

2.2 Construction des IC d’une loi mére gaussienne

Nous étudions dans la suite, le probléme de construction des IC de la moyenne et de la variance
d’une loi meére gaussienne. Nous verrons que le résultat pour la moyenne d’une gaussienne
peut servir d’approximation pour une loi mére quelconque. Nous renconterons également
des situations nouvelles de comparaisons entre deux lois ou en pratique deux populations
distinctes. Pour simplifier les écritures nous prendrons comme c’est 1'usage des IC le niveau
de confiance v = 0.95 faisant donc intervenir les quantiles d’ordre 0.025 et 0.975, le passage

& une autre valeur de v étant évident.
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2.2.1 IC pour la moyenne

2

e IC pour la moyenne dans le cas ¢° inconnue :

Nous aboordons d’emblée le cas ou (u,0?) est un parametre de dimension 2 inconnu, mais

nous intéresserons ici uniquement a un encadrement pour y indépendamment de 2. nous

2

reviendrons ensuite briévement sur le cas plus simple mais peu réaliste ou o est supposé

connu. Rappelons le résultat du (1.1.2) :

>

— W
S
Jn

~ t(n—1).

approx

Cette va est de toute évidence une fonction pivot pour i et nous obtenons un /C' comme

suit, les développement étant de méme nature que dans 'exemple [2.1.1] :

X —
P(—tlg(n—1)< x <t1§(n—1)> —l-a=~
vn

>

P (—t0.975(n — 1) < —_# < t0.975(n — 1)) =0.95 (Ck = 5%)

=

ou t,(n — 1) est la ntation adoptée pour le quantile d’ordre « de la loi de student & n — 1
d.d.l, dont nous rappelons que comme la loi de gauss elle est symétrique par rapport a 0. Il
s’ensuit que :

— S — S
P(X -tV 2 <« XD 2 ) =095
( 0975 /= H + o975 Jn

et le résultat tres classique :

(n-1) 9

ICo.95(1) = {7 — 1o.975 N

— i S
X 4+ 7?%} (2.1)

Notons que le quantiles des lois de student sont donnés dans toutes les tables statistiques

uselles.

Remarque 2.2.1 La largeur de cet IC dont on peut montrer qu’elle est minimale par rapport

a d’autres éventuelles procédures, dépend d’une part de la taille d’échantillon et d’autre part
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de la dispersion méme de la loi mére a travers [’estimation S de son écart type o. Plus la

population est homogéne et plus la taille d’échantillon est élevée, plus [’estimation sera précise.

Remarque 2.2.2 Les particiens utilisent cette formule sans ce soucier de la «normalité»
de la lot mére. Ceci est de fait justifié d’une part grice au théoréme central limite qui assure
avec des conditions généralement réalistes que Z;\/% soit a peu prés gaussien dés lors que n
est assez grand (n > 30 est en pratique bien suffisant), et d’autre part grace a la convergace

de la variance d’échantillon S% en tant qu’estimateur de o*.

¢ IC pour la moyenne dans le cas ¢ connue :

Revenons maintenant sur la situation ou o2 est connu qui bien que présentée dans tous les

ouvrages est un cas trés simple, car rares sont les situations pratiques de ce type.

En fait le cas ou 02 est connu a été traité dans I’exempld2.1.1| ot par commodité, on a supposé

o2 = 1. L’IC obtenu est donc :

o —
1C =X —-196—, X +1.96
0.95 (1) g +

o

NG (2.2)

Dans ce cas, les quantiles sont & lire sur le tableau de loi de Gauss du fait que 02 n’a pas a

étre estimé.

Remarque 2.2.3 Pratiquement, nous rencontrons que le cas ot la variance est inconnue.

Par exemple, dans un probléme de régression simple

Y;:a+in+5i, izl,...,n

les erreurs € sont supposés souvent de loi mére normale, centrée et de vraince résiduelle o>

mconnue :

g~ N(0;02).

Nous donnons maintenant une application sur des données simulées, en utilisant le logiciel

statistique R, des IC de la moyenne dans le cas gaussien.
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Exemple 2.2.1 (IC pour la moyenne dans le cas o>

connue) Considérons des échan-
tillons de tailles n variée de 30 a 300 d’une population normale N (u;0?). Fizons le niveau
de confiance a 95% (a = 0.05), donc 212 = 1.96. On trowve du résultat précident I'IC

de la moyenne :

o — 1
—2z1_a = X £ —1.96.
N NG

Nous prenons dans cet exemple : u =0 et 0> = 1. L’IC pour la moyenne pour o

100.95(,@ = y +

2 connue est

lustré par la ﬁgur qui donne I'ICyo5(11) en fonction de n (n = 30,31, ...,300) :
La courbe en noir représente la moyenne empirique X, qui converge vers la vrais valeur 1 = 0
(la linge horizontale),

Les lignes en rouge et en bleu sont respectivement les bornnes inf et sup de I'ICq.o5(1).

F1G. 2.1 - IC de niveau 95% pour la moyenne dans le cas o

N(0;1).

connue d’une population normale

Code R utilisé pour ’exemple précident :

# IC mu pour sigma connue

ICmoyenne <- function(x,sd ,alpha)

{ n=length(x)

# sd=sqrt((1/n)*sum((x-mean(x))"2) # sigma inconnue

# sd=sqrt((1/(n-1))*sum((x-mean(x))~2) # sigma corrigé
(

moy=mean(x)
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int <- 1 - (alpha/2)

binf <- moy - qnorm(int) * sd/sqrt(n)

bsup <- moy + gnorm(int) * sqrt(sd/n)

bornes <- ¢(moy, binf, bsup)

return(bornes) }

N=300

M=rep(0,(N-30)) ; Minf=M ; Msup=M

for (n in 30 :N){

x=rnorm(n,4) # sd = 2

M[n]=ICmoyenne(x ,2, 0.05)[1]
Minf[n]=ICmoyenne(x ,2, 0.05)[2]
Msup|[n]=ICmoyenne(x , 2, 0.05)[3] }

n=1 N#H#HH#H#H#HH#HH# M[1 :30]=0; Minf[1 :30]=0; Msup|1 :30]=0
plot (n,M,type="1"lwd=2,ylim=c(-2,3),xlim=c(30,N))
lines(Minf,col=2,lty=2,lwd=2)
lines(Msup,col=4,lty=4,lwd=2)

abline(h=0,lwd=2)
legend(30,3,c("moy","binf","bsup"),

col=c(1,2,4), lty=c(1,2,4), lwd=c(2,2,2), bty = "n", cex=1)

Remarque 2.2.4 [l en est de méme pour les autres codes R utilisés, avec de légéres modifi-

cations selon chaque cas.

Exemple 2.2.2 (IC  en fonction de a pour ¢? connue) Reprenons | ’exemple pré-
cident, dont on a choisé un niveau de confiance v = 95%. Nous étudierons ici, I'IC de la
moyenne [ en fonction de vy =1 — «, tel que a € (0;1). On préléve des échantillons de taille
n = 100 d’une population normale N'(0;1), et en fait varié v entre 0 et 1. Il est clair que par

construction l’augmentation du niveau de confiance v implique une augmentation des bornes
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de ’'IC. Par exemple,
IC(u) = X + ! X+
= —2z = 00 21 = 00
1\ Jn 1 ’ 1
Autrement dit, p € [—o00,00] = R & 100% et inversement,

— 1 —
]CO(M):X:]:%Zl/QZXi()? 21/2:0.

Autrement dit, p = X o 0%. La ﬁgur donne une ullistration de UIC.(u) en fonction du

niveau de confiance v € (0,1).

Moy

-10 -05 00 05 1.0 15

Fic. 2.2 - IC p en fonction du niveau de confiance .

Exemple 2.2.3 (IC pour la moyenne dans le cas 0% inconnue) Reprenons [’exemple|2.2.1
précident. Nous étudierons ici, I’'IC de la moyenne i dans le cas ot la vriance est inconue (elle

sera donc estimée et remplacer par la vriance empirique S?). Pour une population normale

N (u;0) D’apres :

S

L’IC pour la moyenne (u = 1) si o2 inconnue est illustré par la ﬁgure qui donne I’ Cy g5(11)
en fonction de n (de 30 & 300) et pour v = 95%.
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_— Mo yenne
,,,,,, Bor neinf ér ieure
Bor ne supér  ieure

F1G. 2.3 — IC de niveau v = 0.95 pour la moyenne dans le cas o inconnue.

2.2.2 1IC pour la variance

e IC pour la variance dans le cas p inconnue :

Nous supposerons que la moyenne u est également inconnue. Reprenons le résultat du (|1.1.1))

et d’apres ([L.1)) on a :

(n—1)S3
e 7 X*(n—1)
d’ou :
e n—1)S2 .
P (Xg.(o%l) < <T < Xg.(9751)) =0.95
ou Xi("fl) est le quantile d’ordre « de la loi x?(n—1) an—1 d.d.1, (pour a = 0.05 on trouve

le quantile agouche dans IC 1 — 5 = 0.975 et en trouve le quantile adroite dans IC § = 0.025
et 1 —a = 0.95). Ces quantiles se trouvent dans les tables statistiques ordinaires. On peut
directement isoler o2 pour obtenir :
—1)5? —1)8?
p<;<¥> _ 095

2(n—1 2(n—1
Xo.(975 ) Xo.(025 )

et

(2.3)

2(n—1) 7’ 2(n—1)
X0.975 X0.025

[Cons(0?) [m — )57 (n— 1)55]

cet IC est peu robuste vis-a-vis de ’hypothése gaussienne, contrairement a celui sur p. On
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ne peut donc l'utiliser dans des situations ou la loi mére difféere d’une loi normale. Ceci est
vrai méme pour une grande taille d’échantillon car on montre que la loi asymptotique de S?

(plus précisément de /n(S? — 02)) dépend de la loi mére.

Remarque 2.2.5 De , on peut déduire un IC' pour l’écart type o de celui sur la va-

riance :

fa%ww=Lﬂn—mWV%%?ﬂﬂn—WWVﬁ%?]

Au passage on peut comparer la variabilité de ’écart type empirique S et de la moyenne

empirique X pour une loi de gauss tout du moins. En premiére approzimation en appliquant

la formule pour une fonction d’une v.a, V(S) ~ 2(5—:) alors que V(X) = %2 La fluctuation

de S est plus faible, ce qui se retrouve au niveau des précisions des I1C.

e IC pour la variance dans le cas ;1 connue :

N . - / .,
Dans le cas ol i est connue, la statistique S,? exprimée en termes de valeur execte de pu, et

défini par :

n

SE= > (- )
n

i=1

! . . s
tel que S,? constitue un esimateur de o2 plus précis que S%, car la moyenne p de X est
inconnue alors la variance empirique représente ’estimateur naturel de o2, on a

nS’2
o=~ x2(n)

g
d’ou
2(n nS;? 2(n
P (N < 5 <) - 095

ou Xi(") est le quantile d’ordre « de la loi x*(n) de n d.d.l. On peut directement isoler o2

nS,? , nS?

X0.975 X0.025

pour obtenir :

31



Chapitre 2. Intervalle de Confiance : cas Gaussien

Finalement nous trouvons l'intervalle de confinace dans le cas u est connue :
/ 2(n 4 2(n
ICys5(0%) = nSn2/X0.(97)5 ) nSnZ/XO.(OQ)5 . (2.4)

Exemple 2.2.4 (IC pour la variance dans le cas p connu) Dans cet exemple on pré-
leve des échantillons de taille n variée de 30 a 500 d’une population mere N (u, 0% = 4) , pour
un niveau de confiance 95%. En utilisant , UIC pour la variance si p connue (u = 0,
dans cet exemple), est illustré par la ﬁgure qui donne I'ICy95(c?) en fonction de n.

*) La variance empirique (la courbe en noir) converge vers la vrais valeur o? = 4 (la linge

horizontale),

*) Les bornnes inf et sup sont respectivement représentés par les lignes en rouge et en bleu.

12
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Fic. 2.4 — IC de niveau v = 0.95 pour la variance dans le cas p connue.

Exemple 2.2.5 (IC pour la variance dans le cas ;1 inconnue) Reprenons l’exemple|2.2./
précident, supposons que la population mére est N (u,0? = 4), avec une moyenne p incon-
nue, donc remplacer par la moyenne empirique. En utilisant , UIC pour la variance si

[ inconnue, est illustré par la figure suivante, qui donne I'ICy95(c%) en fonction de n.
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7 s binf
\ it bsup
! _— Var iance

10

N \
we b
nt b
b gah

iy
oy u’n \“
A

|
heoh
Woaa gty Wi 1 e ! \
ot "”"'.m"‘ \‘k‘\/:‘ A ”‘u Mooy A W ;‘\ . i
e T H,u \ /I\‘A , ‘. m“ H‘./,”“ w .
N N Nl

Var iance

g "
' Vv ' ’. §

Vo, R e h Ao "’w’.' L, /‘u" N
Vo ! ‘,‘J'r ' 14 N Mu' K

Fia. 2.5 - IC de niveau v = 0.95 pour la variance dans le cas p inconnue.

2.2.3 IC pour la différence des moyennes

Nous considérond ici deux lois meéres (en pratique, souvent, deux populations) et souhaitons
construire un IC' sur la différence de leurs moyennes. Comme exemples, I’écart entre la taille
moyenne des filles et des garcon de méme age, I’écart de revenu moyen des actifs entre deux
régions,... Pour cela on dispose de deux échantillons indépendants pris de chaque population
(le fait de prendre une soeur et un frére pour 'exemple de la taille ne respecterait pas cette

hypothése d’indépendance des deux échantillons).

La procédure classique que nous allons dévlopper suppose que les deux lois ont méme variance
o?. Soit un échantillon de taille n; issu de la loi A'(jy,0?) et un échantillon indépendant du
premier de taille n, issu de la loi N (u9, 02). Soit X et S? la moyenne et la variance empirique

du premier échantillon et de méme X, et S2 pour le deuxiéme échantillon. On a

2 2

— o) J— g
Xy~ N, —) et X~ N, —)

donc,
. 5, 1 1
X1 — Xo ~ N(py — po, 0°(— +—)).
Al Mo
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Alors,

(X1 = Xo) = (=)
0,/%4—%2

Le probléme qui se pose est celui de ’estimation de o que 1’on effectue, en fait via o2, Sachant

(0;1).

que
(ny —1)S%

o2

(ny —1)S3

o2 ~ X2(7L2 - 1)7

~x%(np—1) et
I'indépendance des deux échantillons entraine que

(n1 —1)S7 + (np — 1)53
2

. wxz(n1+n2—2).

En faisant le rapport de la va X; — X, centrée réduite & la racine carrée de la va ci-dessus
divisée par ses d.d.l, et en posant :

ny — 1)5’% + (TLQ — 1)522
ny + ng — 2

(
§2=

)

on obtient
(X1 —Xo) — (p1 — p2)

/1 1
Spr/ s T s

La fonction ci-dessus est une fonction pivot qui aboutit immeédiatement a

~ t(ng 4+ ng — 2).

- n1+ng— 1 1
ICo95(p1 — p2) = (X1 — Xo) £ t((),917+5 ’ 2)5p —t— (2.5)
1 2

ou
ny — 1)5% + (7’L2 — 1)822
ny + No — 2

52t

est la variance empirique pondérée en fonction des tailles d’échantillon respectives. Qu’en
est-il de la condition trés restrictive d’égalité des variance? En fait, on a pu montrer que
celle-ci n’est pas si cruciale si les tailles d’échantillons n; et ns différent peu. Dans ce cas
un facteur 2 pour le rapport des variances reste accepteble. En revanche si n, et ny différent

substantiellement la formule ci-dessus s’applique mal quand les variances ne sont pas proches.
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Alors, on peut effectuer les mémes développements que précédemment en introduisant les

variances respectives des deux lois % et o3 pour obtenir :

(Xa = X5) = (= pa)

2 2
91, %
ni n2

N(0;1)

et si les tailles d’échantillons sont élevées, disons au-dela de 100, conserver une approximation
raisonnable en substituant a o? et o3 leurs estimations S7 et S3, d’ou :
S2  S2
i 2
+ —=

100795(,&1 — /JQ) ~ (71 — 72) + 1, 96 —
1 %)

On remarquera que si n; = ny cette formule est identique a celle du cas ot 07 = o2 (mais a

parts les quantiles d’ordre 0.975 qui seront cependant pratiquement identiques pour les grands
échantillons). D’autres formules d’approximation plus précises ont été dévloppées, mais elles
donnent des résultats numériques proches de ceux obtenus avec I'’hypothéese d’égalité des

variances ce qui encourage peu leur utilasition par les particiens.

Remarque 2.2.6 Indiquons qu’il existe un usage assez répandu consistant o effectuer au
préable un test de ’hypotheése d’égalité des variances. Méme si l’on peut admettre que cela a
l’avantage de constituer un gardefou, cette procédure ne fournit pas une garantie suffisante
quant a Uapplicabilité de la formule classique en cas d’acceptation de ’hypothése par le test.
Quant a 'usage de celle-ci en dehors des conditions de «normalité» des deux lois, il est
acceptable pour les mémes raisons que celles exposées dans le cas d’une seule loi. En résumé,

le point critique est une différence tros sensible des dispersions des deux lois.

Exemple 2.2.6 (IC pour la différence entre deux moyennes) On préléve deux échan-
tillons de taille ny et ny variées de 30 a 400 de deuzx populations de la loi normale N (i1, 0?)

et N'(pa, 02), pour un niveau de confiance 95%. On trouve par le résultat précident, 'IC

de py — 2

- = n1+ng— 1 1
[Coos(pt1 — pia) = (X — Xo) £ M2 g J = 4 =
2 nq Mo

Fizons py =0 et us =1, et S1 = Sy = 2 lecart type de l’échantillon X, et X5 respectivement.
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L’IC pour la différence entre les deux moyennes j11 — o en fonction de n est illustré par la
figure[2.4.

La courbe en noir est ’estimateur empirique de la différence entre les moyenne, qui converge
vers la vrais valeur (p13 — pg = —1) représenté par la linge horizontale.

Les bornnes inf et sup sont respectivement les lignes en rouge et en bleu.

_— Diffmo y
ffffff Bor ne inf
! - - - - Bor ne sup

DiffM

100 200 300 400

Fic. 2.6 — IC de niveau v = 0.95 pour la différence entre deux moyennes.

2.2.4 Intervalle de confiance sur le rapport des variances

2
De méme que la section précidente, on consideére ici, le rapport % des vraiances pour les lois
2
meres N (p1,03) et N(p2, 03). Comme
ny — 1 Sz Ty — 1 52
% ~s X2(n1 . 1) et % ~ X2<n2 . 1)
01 03

On a,

St/oi

F(ny—1 —1).

T R
Soit finalement aprés pivotement et compte tenu du fait que Fi'*"? = 1 /F, 1(32&”1)

2 2 2

o1\ [ ST pne—1n1-1) OF pH(na—1n1-1)
€ (5] = | SR SR (2:6)
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Remarque 2.2.7 Comme pour la procédure relative a une variance, cette formule n’est pas

robuste lorsque les lois s’écartent de lois gaussiennes. Son usage est donc trés limité.

Exemple 2.2.7 (IC sur le rapport des variances) On préléve deuz échantillons de taille
n variée de 30 a 400 issus de population méres de la loi normale N (j11,0%) et N'(p2, 03), pour
une niveau de confiance 95%. On trouve par le résultat (@) précident

I1Co 95 (U—%> = {S—%Fc&"zl’"ll) S_%F(nzfl,nrl)

2 ol g ol ¢a
03 Sy 2 Sy 2

Fizons 01 = 4 et 09 = 2 les deux écart type, et py = pg = 0.

L’IC sur le rapport des variances est illustrés par la figure dont la courbe en noir qui

représente le rapport empirique
S2/S2 ~ 0?05 = 16/4 = 4,

qui converge vers la vrais valeur = 4 (la linge horizontale).

Les bornnes inf et sup sont respectivement les lignes en rouge et en bleu.

_— VarlV  ar2
ffffff binf
- - - - bsup

15
|

10
|

Var iance

INUTHTRNY
M

DA\ i A
vVl v "

100 200 300 400

Taille de I'échantillon

Fic. 2.7 — IC de niveau v = 0.95 pour le rapport entre deux variances.
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Conclusion

Dans ce travail, on s’est particuliérement intéressé a l’intervalle de confiance pour la
moyenne et la variance dans le cas d’un échantillon gaussien. Nous avons étudier en
détailles le probléme de construction des intervalles de confiances des paramétres (moyenne
et variance) d’une loi mére gaussienne dans le cas ou la moyenne est connue (respectivement

inconnue) et de méme pour la variance, ainsi que la différence et le rapport entre eux.

En conclusion, l'intervalle de confiance est une plage de valeurs, dérivée des données d’un
échantillon, qui est susceptible de contenir un paramétre de la population avec une certaine
probabilité ou niveau de confiance (par exemple, 95%). Il exprime Uincertitude autour de
l’estimation de ce paramétre. Il dépend de trois quantités : la taille de I’échantillon, le niveau

de confiance et de la loi limite utilisée.

Les résultats théoriques obtenus sont illustrés par des exemples numériques et graphiques de
simulation a 'aide du logiciel de traitement statistique R. Nous envisagions dans nos études

futures, Uapplication de ces déffirents résultats sur des données réelles.
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Annexe : Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées

ci-dessous :

E(X), u . Espérence de X.
V(X),0? : Variance de X.

Cov(X,Y) : Covariance mathématique du couple (X,Y).

va : Variable aléatoire.

d.d.l . Degré de liberté.

1.0.d . Indépendant identiquement distribué.
e . Intervalle de confiance.

N(p,0?)  : Loi normale.

N(0;1) : Loi normale centrée réduite.

x2(n) . Loi du khi-deux.

t(n) : Loi de student.

F(ni,ny) : Loi de fisher.

f(zx) . Fonction de densité.
F(x) : Fonction de répartition.
~ : Suit la loi .

o . L’écart-type.

40



Annexe : Abréviations et Notations

px(t)
g(t)
o(z)
X

Sn
gi2

Fonction caractéristique.

Fonction génératrice des moments.

Fonction de répartition de la loi normale standard.

Moyenne empirique.

Variance empirique.

Variance empirique corrigée.

L’écart type empirique.

Valeur critique de la loi normale standard.
Valeur critique de la loi de student.
Valeur critique de la loi du khi-deux.
Valeur critique de la loi normale standard.
Valeur critique de la loi de student.
Valeur critique de la loi du khi-deux.
Valeur critique de la loi de fisher.

Le niveau de confiance.

Le seuil.

Convergence en probabilité.

Convergence en loi.

Convergence presque sire.

Convergence en moyenne quadratique.

Loi uniforme continue de paramétres 0 et 1.

41



g7 I AP
b W clbasl 3 guulal Organ Js> dle dxl 5,800 sda § puss
sailias st B adlsll 3 usle Osiley Lt Jlra Bhe olesiiug
Gl Jlre slad¥ lall LSsluwy Slelall sda juudsy (awdall 2554
o5 swale aeizme & (il ot Aeadlly (gt (e Gyall (bl (lawgrald
Ciline mumgi) R Ailasy) Zxdlall meliy aloiiul 38lne Zalys @il
Aylasd) sl

Résumeé

Nous présentons dans ce mémoire de master un apercu sur deux concepts
fondamentaux en statistique, souvent utilisés ensemble : lintervalles de
confiance et la loi gaussienne. En effet, nous utiliserons les propriétés de la
distribution normale, l'estimation de ces parameétres et leurs comportement
asymptotiques pour établir des intervalles de confiance pour la moyenne, la
variance, la différence deux moyennes et le rapport de deux variances d’'une
population gaussienne. Une étude de simulation a l'aide du logiciel de

traitement statistique R est donnée pour illustrer les résultats théoriques.
Abstract

In this mater dissertation we present an overview about two fundamental
concepts in statistics, often used together: confidence intervals and the
Gaussian law. In fact, we will use the properties of the normal distribution,
the estimation of these parameters and their asymptotic behavior to establish
confidence intervals for the mean, the variance, the difference of two means
and the ratio of two variances of a Gaussian population. A simulation study

using the R statistical software is given to illustrate the theoretical results.
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