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Introduction

L�analyse discriminante a été développée pour la première fois par Ronald A.

Fisher dans l�année 1930. Fisher, un staticien britannique, a créé cette méthode

dans le cadre de ses travaux sur la classi�cation des plantes en fonction de leurs

caractéristiques. Depuis lors, l�analyse discriminante a été largement utilisée dans

divers domaines, notamment :

� En biologie : peut-être utiliser pour classer di¤érentes espèces d�animaux ou

de plantes en fonction de leurs caractéristiques morphologiques, génétiques ou

physiques.

� En psychologie : peut-être utiliser pour identi�er les traits ou les comportements

qui distinguent di¤érents groupes de personnes, tels que les individus atteints de

di¤érents troubles mentaux.

� En apprentissage automatique et intelligence arti�cielle : est utilisée pour

la classi�cation et la prédiction dans un large éventail d�applications, telles que

la reconnaissance de motifs dans les données biomédicales, la détection de fraudes

dans les transactions �nancières, etc.

� En médecine : par exemple pour détecter les groupes à haut risque cardiaque

à partir de caractéristique telles que l�alimentation, le fait de fumer ou pas, les

antécédents familiaux...etc.

Analyse discriminante (AD) est une technique statistique qui vise à décrire, expliquer

et prédire l�appartenance à des groupes prédé�nis d�un ensemble d�observations à
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Introduction

partir d�une série de variables prédictives. L�objectif d�AD est de prédire une variable

qualitative à K classes à l�aide de p prédicteurs quantitatifs.

Mon mémoire est devisé en deux chapitres :

Dans le premier chapitre de titre : "Méthodes géométriques", on va aborder

quelques notions de base nécessaires pour l�AD, puis nous explorerons les fonctions,

axes et variables discriminantes. De plus, on va présenter l�analyse factorielle discri-

minante (AFD) et l�analyse en composantes principales (ACP), en soulignant que

l�AFD peut être considérée comme ACP sous certaines conditions. En�n, on va ex-

plorer des règles géométriques telles que les distances euclidienne et de Mahalanobis,

ainsi que la règle géométrique d�a¤ectation de Mahalanobis-Fisher.

Dans le deuxième chapitre de titre : "Méthodes probabilistes", on va com-

mencer par aborder la règle bayésienne, en expliquant d�abord le modèle gaussien

unidimensionel, puis multidimensionel. Dans ce contexte, nous traiterons de la règle

bayésienne appliquée au modèle normal et de l�estimation des paramètres. Par la

suite, nous examinerons la règle bayésienne avec estimation non paramétriques, en

mettant en lumière la méthode du K plus proches voisins (K ppv).

2



Chapitre 1

Méthode géométrique

La méthode géométrique est essentiellement descriptive, elle ne repose que sur

des notions de distances, les représentations graphiques des individus discriminant

�au mieux�les K classes engendrées par la variable X:

L�idée de base est très simple. Elle consiste à classi�er des observations en fonction

de leurs distances aux centres de gravité des groupes prédé�nis. En calculant les

distances entre une nouvelle observation et les centres de chaque groupe, l�observation

est assignée au groupe dont le centre est le plus proche. Pour cela, on va mentionner

dans ce chapitre les notions de base nécessaires pour l�analyse discriminante et des

distances les plus utilisés et puis des règles d�a¤ectation géométrique.

3



Chapitre 1. Méthode géométrique

1.1 Données Caractéristiques

Nous allons mentionner les notions de base nécessaires comme les formes matricielles,

et on va exposer le principe de l�analyse discriminante.

1.1.1 Matrice des observations

On rassemble les observations des p variables quantitatives sur n individus dans une

matrice notée X , à n lignes et p colonnes dé�nie comme suit

X = (xij)n�p =

0BBBBBBBBBB@

x11 � � � x1j � � � x1p

. . .

xi1 � � � xij � � � xip

. . .

xn1 � � � xnj � � � xnp

1CCCCCCCCCCA
2M(n�p);

où xij indique la valeur de la variable j qui est mesurée sur l�individu i, avec i = 1; n

et j = 1; p.

1- On note par Xj le vecteur variable à n dimensions, ce qui signi�e qu�elle peut

prendre n valeurs pour chaque individu, tel que

Xj = (x1j; :::; xnj)
t 2 Rn:

2- On note par Xi le vecteur individu à p dimensions, tel que

Xi = (xi1; :::; xip)
t 2 Rp:

4



Chapitre 1. Méthode géométrique

1.1.2 Centre de gravité

Le centre de gravité noté g est le vecteur dont la j-ème coordonnée gj correspond à

la moyenne arithmétique Xj de la variable j sur les n individus, tel que

g = (g1; :::; gp)
t = (X1; :::; Xp)

t;

où Xj =
1

n

nX
i=1

xij:

1.1.3 Poids

Si les n individus sont a¤ectés des poids p1;p2; :::;pn, ces poids peuvent être regrou-

pées dans une matrice diagonale de taille n dé�nie comme

Dp =

0BBBBBBB@

p1 0 0

0 p2

. . .

0 0 pn

1CCCCCCCA
;

où
nP
i=1

pi = 1;avec 0 < pi < 1:

Remarque 1.1.1 En général, tous les individus ont le même poids, et donc pi =
1

n
:

1.1.4 Nuage des points

Les n individus Xi de l�échantillon constituent un nuage E, de Rp partagé en K

sous-nuages E1; E2; :::; EK prédé�nie des centres de gravité g1; g2; :::; gK de matrices

de variances V1;V2; :::;VK . Soit g le centre de gravité et V la matrice de variance du

nuage E.
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Chapitre 1. Méthode géométrique

Fig. 1.1 �Représentation des nuages des points.

Si les n individus Xi sont a¤ectés des poids p1;p2; :::;pn, les poids q1;q2; :::;qK de

chaque sous-nuage sont alors

qk =
P

Xi2EK
pi:

Le centre de gravité de chaque sous-nuage est dé�nie comme suit

gk =
1

qk

nX
i=1

piXi; Xi 2 EK :

Le centre de gravité totale est dé�nie comme suit

g =
KP
k=1

qkgk:
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Chapitre 1. Méthode géométrique

1.1.5 Matrice de variance-covariance

La matrice de variance-covariance notée V est une matrice carrée symétrique de

dimension p� p dé�nie comme suit

V = pX tX 2M(p�p):

Comme p =
1

n
; alors

V = 1

n
X tX 2M(p�p):

On peut écrire

V =

0BBBBBBB@

var(X1) cov(X1; X2) � � � cov(X1; Xp)

cov(X2; X1) var(X2) � � � cov(X2; Xp)

. . .

cov(Xp; X1) cov(Xp; X2) � � � var(Xp)

1CCCCCCCA

=

0BBBBBBB@

�21 �12 � � � �1p

�21 �22 � � � �2p
...

. . .
...

�p1 �p2 � � � �2p

1CCCCCCCA
:

Sachant que

- La covariance entre XL et Xk notée cov(XL; Xk) ou �Lk est dé�nie comme suit

cov(XL; Xk) =

nX
i=1

pi(xiL � xL)(xik � xk):

- La variance de Xk notée var(Xk) ou �2k est dé�nie comme suit

var(Xk) = cov(Xk; Xk) =
nX
i=1

pi(xik � xk)2:

On analyse discriminante, il existe trois types de variance-covariance qui sont

7



Chapitre 1. Méthode géométrique

Matrice de variance-covariance de la classe Ek :

La matrice de variance de la classe Ek, notée Vk est dé�nie ci-dessous

Vk =
1

qk

X
Xj2Ek

pi(Xi � gk)(Xi � gk)t:

Matrice de variance-covariance inter-classe :

La matrice de variance inter-classe, notée B des k centres de gravité a¤ectés des

poids qk dé�nie ci-dessous

B =
KX
k=1

qk(gk � g)(gk � g)t:

Matrice de variance-covariance intra-classe :

La matrice de variance intra-classe, notée W est la moyenne des matrices Vk dé�nie

comme ci-dessous

W =
KX
k=1

qkVk:

- En générale, W est inversible et B est non inversible.

- La variance totale est la somme de la variance inter-classe et la variance intra-

classe.

V|{z}
Variance totale

= W|{z}
Variance intra-classe

+ B|{z}
Variance inter-classe

: (1.1)

8



Chapitre 1. Méthode géométrique

1.1.6 Matrice de corrélation

On note par R la matrice de corrélation, c�est une matrice carrée symétrique de

dimension p� p dé�nie comme suit

R = pZ tZ 2M(p�p):

Comme p =
1

n
; alors

R =
1

n
Z tZ 2M(p�p);

sachant que Z est une matrice centrée réduite de la matrice X .

Les termes en diagonal de cette matrice sont égaux à 1, on écrit alors

R =

0BBBBBBB@

1 r12 � � � r1p

r12 1 � � � r2p
...

. . .
...

r1p r2p � � � 1

1CCCCCCCA
;

où rLf = cor(XL; Xf ) =
cov(XL; Xf )

�L�f
:

Remarque 1.1.2 On a déjà annoncé trois types de matrices de variances-covariances

dans l�analyse discriminante, et donc il existe trois types de corrélations qui sont :

la matrice de corrélation totale, la matrice de corrélation inter-classe et la matrice

de corrélation intra-classe.

Fig. 1.2 �Décomposition de corrélation.
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Chapitre 1. Méthode géométrique

1.1.7 Tableau des données

On considère que le tableau des données à étudier se met sous la forme suivante

1

...

i

...

n

0BBBBBBBBBBBBBB@

1 � � � j � � � p

x11 x1j x1p
...

. . .

xi1 xij xip
...

. . .

xn1 xnj xnp

��������������������| {z }
X

1 � � � k � � � K

1 0

1

...
. . .

0 1

1CCCCCCCCCCCCCCA
| {z }

F

1.1.8 Fonctions, axes et variables discriminantes

Pour faire l�etude de l�analyse discriminante sur nos observations, il faut chercher

de nouvelles variables, qui seront appelées variables discriminantes correspondant

à des directions de Rp qui séparent le mieux possible en projection les K groupes

d�observations.

Puisqu�on cherche une combinaison linéaire qui permet de séparer au mieux les dif-

férents groupes, il faut maximiser les variances inter-classe et minimiser les variances

intra-classe.

On note par S la variable dé�nie comme un vecteur de Rp qui est une combinaison

linéaire des vecteurs X1; : : : ; Xp dé�nie comme suit

S = Xu = u1X1 + u2X2 + � � �+ upXp;

où u = (u1; u2; : : : ; up)t 2 Rp est un facteur discriminant.

10



Chapitre 1. Méthode géométrique

Dé�nition 1.1.1 On muni Rp d�une métrique M et on projette les n points qui

forment les lignes de X sur un axe �u. On e¤ectue des projections M-orthogonales

sachant que l�axe �u est M-normé de 1. La liste des coordonnées Si = X t
iM�u des

individus sur l�axe �u forme la nouvelle variable S dé�nie comme ci-dessous

S = (s1; s2; : : : ; sn)
t = XM�u = Xu:

Remarque 1.1.3

1. Si on dit un axe factoriel discriminant cela signi�e une fonction discriminante.

2. �u est un axe discriminant avec �t
uM�u = 1 où �u 2 Rp:

3. Le facteur discriminant u associé à la métrique M et à l�axe discriminant �u

avec utM�1u = 1:

4. Xu est une variable discriminante.

On a déjà dit pour une mieux séparation des groupes, il faut maximiser les variances

inter-classe (maximiser l�inertie inter-classe) et minimiser les variances intra-classe

(minimiser l�inertie intra-classe).

D�après 1.1, on a
MVM =MWM +MBM:

On projette sur l�axe �u, on obtient

�t
uMVM�u| {z }
inertie totale

= �t
uMWM�u| {z }

inertie intra-classe

+ �t
uMBM�u| {z }

inertie inter-classe

:

A�n de choisir le meilleur axe, on doit maximiser l�inertie inter-classe sur l�inertie

intra-classe, i.e.

max
�u2Rp

�t
uMBM�u

�t
uMVM�u

:

11



Chapitre 1. Méthode géométrique

Si �u est un vecteur propre de (MVM)�1(MBM) associé à sa plus grande valeur

propre � (le pouvoir discriminant), alors

M�1V�1BM�u = ��u: (1.2)

Remarque 1.1.4 L�axe discriminant �u est alors associé au facteur discriminant

u; tel que

u =M�u: (1.3)

D�après 1.2 et 1.3, on a M�1V�1Bu = �M�1u =M�1�u:

Donc

V�1Bu = �u: (1.4)

Proposition 1.1.1 "Les anglo-saxons" utilisent souvent comme critère pour mesu-

rer la qualité de la discrimination d�une variable discriminantes i.e : max
�u2Rp

�t
uMBM�u

�t
uMWM�u

:

La solution est le vecteur propre u de W�1B associé à la plus grande valeur propre

� =
�

1� �:

Ce critère varie entre zero et l�in�ni.

Proposition 1.1.2 Les matrices V�1B et W�1B ont les même vecteurs propres u

mais ce dernier a pour la valeur propre �.

12



Chapitre 1. Méthode géométrique

Preuve. En e¤et d�après 1.4, on a V�1Bu = �u, Bu = �Vu:

Si on remplace V par W + B; on obtient

Bu = �(W + B)u

= �Wu+ �Bu:
et

Bu� �Bu = �Wu:

(1� �)Bu = �Wu:

Bu = �Wu=(1� �):
Donc

W�1Bu = �

1� �u:

Puisque � =
�

1� � , alors

W�1Bu = �u:

Cas particuliers selon � :

Puisque � est le quantile à maximiser, alors 0 6 � 6 1:

� Pour � = 0 : Le meilleur axe ne permet pas de séparer les centres de gravité gk,

c�est le cas où ces centres de gravité sont confondus.

Donc, les nuages sont concentriques et il est impossible de faire une séparation

linéaire.cependant, il existe une possibilité de discrimination non linéaire.

Fig. 1.3 �Nuages concentriques.

13



Chapitre 1. Méthode géométrique

� Pour � = 1 : La dispersion intra-classe est nulle pour les projections sur l�axe �u.

Si les centres de gravité se projettent en des points di¤érents, alors il y a une discri-

mination parfaite comme dans

Fig. 1.4 �Projection de deux groupes sur un axe discriminant.

� Pour 0 < � < 1 : La valeur propre � est une mesure pessimiste du pouvoir

discriminant d�un axe, car on peut avoir un cas où les classes sont parfaitement

séparées et pourtant on a � < 1, comme on le vois dans

Fig. 1.5 �Classes séparées.

Remarque 1.1.5 Si le nombre des valeurs propres est non nulles, donc l�axe dis-

criminant est égal à K � 1, dans le cas habituel où n > p > K et où les variables ne

sont pas liées par des relations linéaires.

14



Chapitre 1. Méthode géométrique

1.1.9 Analyse factorielle discriminante et analyse en compo-

santes principales

L�analyse factorielle discriminante notée (AFD) est une analyse en composantes prin-

cipales notée (ACP) du nuage de K centre de gravité avec la métrique V�1:

1. Si K > 2 ; on peut utiliser les représentations graphiques de l�ACP (cercle de

corrélation, ect).

2. L�ACP maximise la variance des projections sur le sous-espace, par contre

L�AFD maximise la di¤erentiation entre les classes dans le sous-espace.

Fig. 1.6 �Comparaison entre ACP et AFD.

Exemple 1.1.1 Les insectes de Lubitsc :

Cette méthode est illustrée par une comparaison des sorties graphiques issues d�une

ACP et d�une AFD.Les données décrivent 3 classes d�insectes (a; b et c) sur les-

quels ont été realisées 6 mesures anatomiques. On cherche à savoir si ces mesures

permettent de retrouver la typologie de ces insectes. Ce jeu de donnees �scolaire�

conduit à une bien meilleure discrimination que ce que l�on peut obtenir dans une

situation concrète.[7]

15



Chapitre 1. Méthode géométrique

Fig. 1.7 �Insectes : premier plan factoriel de l�ACP.

Fig. 1.8 �Insectes : premier plan factoriel de l�AFD.

*Commentaire :

On note qu�en ACP, il y a un certain chevauchement entre la classe a et la classe c:

Alors qu�en AFD, les classes sont éloignées et distinctes les unes des autres.

16



Chapitre 1. Méthode géométrique

1.2 Règles géométriques

La règle géométrique consiste à calculer les distances de la nouvelle observation

à chacun des K centres de gravité et à a¤ecter cette observation au groupe le plus

proche. Pour cela, il faut préciser la métrique à utiliser dans le calcul des distances.

La règle la plus utilisée est celle de MahalanobisFisher qui consiste à prendre la

métrique W�1 (ou bien V�1 ce qui est équivalent).

1.2.1 Distances

Il existe plusieurs distances ou méthodes utilisées pour la classi�cation comme la

distance euclidienne, distance de mahalanobis, distance de Minkowski, ect.

On s�intéresse sur les deux types de distances utilsées à savoir la distance euclidienne

et la distance de Mahalanobis.

1.2.1.1 Distance euclidienne

C�est une mesure de la ressemblance, c�est probablement le type de distance le plus

couramment utilisé. Elle est donnée par la formule ci-dessous

8i1; i2 = 1; : : : ; n : d(Xi1 ; Xi2) =

s
KP
k=1

(xi1k � xi2k)2:

1.2.1.2 Distance de Mahalanobis

La formule est donnée par

8i1; i2 = 1; : : : ; n : d(Xi1 ; Xi2) =
p
(xi1 � xi2)tV�1(xi1 � xi2);

où V�1 est l�inverse de la matrice de variance-covariance.

On peut aussi utiliser la matrice de variance intra-classe W�1 au lieu de V�1.

17



Chapitre 1. Méthode géométrique

Exemple 1.2.1 Soit le tableau suivant des observations (notre distribution) :

A 1 2 4 2 5
B 100 300 200 600 100
C 10 15 20 10 30

Tab. 1.1 �Tableau des observations

calculer la distance entre X et notre distribution tel que X = (4; 500; 40)t :

X =

0BBBB@
1 2 4 2 5

100 300 200 600 100

10 15 20 10 30

1CCCCA ;
� Pour la distance "euclidienne" :

La moyenne de X : m =

266664
2:8

260

17

377775 :

d(X;m) =

s
3P
i=1

(xi �mi)2

=
p
(4� 2:8)2 + (500� 260)2 + (40� 17)2

=
p
1:44 + 57600 + 529

=
p
58130:44

= 241:103

� Pour la distance "Mahalanobis" :

La moyenne de X : m = (2:8; 260; 17)t :

d2(X;m) = (xi �mi)
tV�1(xi �mi)

* (xi �mi) =

266664
1:2

240

23

377775 ; (xi �mi)
t =

�
1:2 240 23

�

on va calculer V �1 :
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Chapitre 1. Méthode géométrique

V =

0BBBB@
2:7 �110 13

�110 4300 �900

13 �900 70

1CCCCA ; V�1 =
0BBBB@

5:5 �0:01 �1:15

�0:01 0:00005 0:0025

�1:15 0:0025 5:2

1CCCCA
Alors,

d2(X;m) =

�
1:2 240 23

�0BBBB@
5:5 �0:01 �1:15

�0:01 0:00005 0:0025

�1:15 0:0025 5:2

1CCCCA
266664
1:2

240

23

377775
= 106:7

d(X;m) =
p
106:7

= 10:33

*Commentaire :

On note que la distence "euclidienne" est liée aux valeurs des observation ; plus les

valeurs sont grands, plus la distance est grande ; i.e. elle est a¤ectée par l�unité de

mesure utilisée pour mesurer les variables. Ainsi, elle ne prend pas en sa compte la

relation entre les variables, qu�elles soient fortes ou faibles. Les valeurs du carré de

distance euclidienne ne suivent aucune distribution statistique et la signi�cation

de cette valeur ne peut donc pas être jugée.

Mais, la distance de "Mahalanobis" est venue éliminer ou réduire tous ces défauts

a�n de donner des résultas plus précises.

Exemple 1.2.2 a¤ectation d�une observation à une classe

Fig. 1.9 �a¤ectation d�une observation à une classe
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Chapitre 1. Méthode géométrique

Avec la distance de Mahalanobis, x sera a¤ecté à sa classe naturelle (A1) ; avec la

distance euclidienne il sera a¤ecté à A2:[2]

1.2.2 Règle géométrique d�a¤ectation

Une règle simple et géométrique d�a¤ectation est de choisir la classe dont le centre de

gravité est le plus proche du point-individu. La métrique généralement utilisée dans

les applications les plus courantes est celle de Mahalanobis-Fisher qui consiste à

prendre la métrique W�1 (ou bien V�1).

Règle de Mahalanobis-Fisher

Soit b = (b1; : : : ; bp) le nouvel individu à classer.

On va calculer la distance pour la métrique W�1 entre b et le centre de gravité gk

comme suit

d2 (b; gk) = (b� gk)tW�1 (b� gk) :

On obtient

d2(b; gk) = b
tW�1b+ gtkW�1gk � 2btW�1gk:

Elles sont des fonctions quadratiques de b, mais elles ont toutes en commun le terme

carré btW�1b qui ne dépend pas de k, on pourra donc comparer les fonctions linéaires

discriminantes fEk de b, dé�nies ci-dessous, relatives à chaque groupe Ek :

fEk(b) = d
2(b; gk)� btW�1b = gtkW�1gk � 2btW�1gk:

On décide d�a¤ecter b à la classe E telle que

fE(b) = min
k=1;K

fEk(b):
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Chapitre 1. Méthode géométrique

Remarque 1.2.1 Cette méthode n�est pas trés e¢ cace car elle donne des a¤ecta-

tions incorrectes lorsque les dispersions des groupes sont très di¤érentes entre elles,

ou bien, il n�y a pas d�un garanté d�utilisation la même métrique pour les di¤érentes

groupes.
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Chapitre 2

Méthode Probabiliste

La méthode probabiliste dans l�analyse discriminante repose sur la modélisation

des distributions probabilistes des classes à partir des données disponibles.

L�idée de base est de classer une nouvelle observation dans le groupe pour lequel

la probabilité conditionnelle d�appartenance à ce groupe, étant donné les valeurs

observées, est maximale. En utilisant des concepts statistiques comme la distribution

normale multivariée, cette méthode estime la probabilité qu�un individu appartienne

à une classe donnée. Ces probabilités ne peuvent être calculées que si les observations

suivent une loi multi-normale ; sinon, les données doivent être transformées pour s�en

rapprocher.

Dans ce chapitre, nous dé�nirons et étudierons des règles de décision probabilistes.
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Chapitre 2. Méthode Probabiliste

2.1 Règle bayésienne

L�objectif est de trouver une règle d�a¤ectation qui permet de prédire, pour un indi-

vidu b donné, sa valeur associée de Y à partir des valeurs prises par les p variables

quantitatives X:

On suppose maintenant que l�échantillon d�apprentissage est issu d�une popula-

tion en K groupes, Y est une variable aléatoire (v.a). qui prend ses valeurs dans

f1; : : : ; Kg et X = (X1; : : : ; Xp)
t est un vecteur de variable aléatoire réelle (v.a.r).

Soit (P1; : : : ; Pk; : : : ; PK)t le vecteur des distributions de Y; où Pk = P(Y = k) est

la proportion théorique de Ek (probabilité a priori de Ek), fk : Rp �! [0; 1] la den-

sité de probabilité du vecteur X dans le groupe Ek (X est absolument continue),

fk(b) = P (b jEk ) la probabilité de l�évenement X = b dans le groupe Ek (X est

discret).

La densité de X est comme suit

X s
KX
k=1

Pkfk(b):

La probabilité que b provienne du groupe Ek est donnée par la formule de Bayes

P(Ek jb) =
Pkfk (b)
KP
k=1

Pkfk (b)

; (2.1)

c�est la probabilité a postériori de Ek:

Remarque 2.1.1 La formule 2.1 est la base de la règle de décision bayésienne.
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Proposition 2.1.1 On a¤ecte une nouvelle observation b dans le groupe Ek� ; on

obtient

Ek� = argmax
k=1;:::;K

P (Ek jb) ;

elle peut s�écrire comme suit

Ek� = argmax
k=1;:::;K

Pkfk (b) : (2.2)

1. La règle bayésienne consiste à a¤ecter b à la classe pour laquelle Pk est maximal.

2. Si Pk sont égales, la formule de la règle de décision bayésienne 2.2 devient

Ek� = argmax
k=1;:::K

fk(b):

2.1.1 Modèle gaussien

La règle de décision la plus utilisée en pratique est basée sur le modèle gaussien.

2.1.1.1 Modèle gaussien unidimensionnel

Soit X une v.a. d�espérance mathématique � et de variance �2, sa densité est

f (x) =
1

�
p
2�
exp

(
�1
2

�
x� �
�

�2)
;

où X s N (�; �2):

Si on fait un changement U =
X � �
�

; on trouve que la densité de la v.a. U est

dé�nie comme suit

f(u) =
1p
2�
exp

�
�1
2
u2
�
;

où U s N (0; 1) :

Donc, toute v.a. X se ramène simplement à la variable U par X = �+ �U:
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2.1.1.2 Modèle gaussien multidimensionnel

Soit X = (X1; : : : ; Xp)
t avec p > 1 un vecteur gaussien, de distribution multinormal

d�espérance � = (�1; : : : ; �p)t et de matrice de variance � de dimension (p � p); sa

densité s�écrit comme

f(x) =
1

(2�)p=2 (det �)1=2
exp

�
�1
2
(x� �)t ��1(x� �)

�
;

avec X s Np(�; �):

- Règle bayésienne avec modèle normal

Soit X s N (�k; �k) dans chaque groupe Ek

fk (x) =
1

(2�)p=2 (det �k)
1=2
exp

�
�1
2
(x� �k)t ��1k (x� �k)

�
;

Dans ce cas, la règle de Bayes devient

Ek� = argmin
k=1;:::;K

h2k (b) ;

où h2 est le carré de la distance de mahalanobis théorique généralisée ; tel que

h2k(b) = (b� �k)
t ��1k (b� �k)t � 2 lnPk + ln (det �k) : (2.3)
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Preuve. maximiser Pkfk (x) est équivalent à maximiser ln (Pkfk (x)) ; car la fonction

ln est croissante.

ln (Pkfk (b)) = lnPk + ln fk (b)

= lnPk + ln

 
1

(2�)p=2 (det �k)
1=2
exp

�
�1
2
(b� �k)t ��1k (b� �k)

�!

= lnPk �
p

2
ln 2� � 1

2

�
ln (det �k) + (b� �k)t ��1k (b� �k)

�
:

Comme �p
2
ln 2� est indépendant de k; alors maximiser ln (Pkfk (b)) est équivalent

à minimiser

�2
�
lnPk �

1

2

�
ln (det �k) + (b� �k)t ��1k (b� �k)

��
= h2k(b):

- Estimation des paramètres

La règle bayésienne consiste à trouver une estimation de la probabilité a posteriori

d�a¤ectation car en pratique, on ne connait ni Pk; ni les �k et ni les �k.

A partir de l�échantillon d�apprentissage, on veut estimer le paramètre � où

� = (P1; : : : ; Pk; �1; : : : ; �k; �1; : : : ; �k):

on cherche à l�estimer en utilisant la méthode du maximum de vraisemblance (M.V)

qui s�écrit comme suit

L (�) =
nY
i=1

fX (bi) =

KY
k=1

Y
i2Ek

Pkfk (bi) :
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La fonction log-vraissemblance s�écrit de la manière suivante

ln (L (�)) =
KX
k=1

X
bi2Ek

�
lnPk �

p

2
ln 2� � 1

2

�
ln (det �k) + (b� �k)t ��1k (b� �k)

��

on obtient alors les estimateurs du (M.V) suivantsbPk =
nk
n
:

b�k =
1

nk

X
bi2Ek

bi:

b�k =

8>>>><>>>>:
b� = 1

n

KX
k=1

X
bi2Ek

(bi � �k)t (bi � �k); cas homoscédastique.

b�k = 1

nk

X
bi2Ek

(bi � �k)t (bi � �k); cas hétéroscédastique.

Ces estimateurs de �k étant biaisé, on a les estimateurs sans biais suivants :8>>>><>>>>:
b� = 1

n�K

KX
k=1

X
bi2Ek

(bi � �k)t (bi � �k):

b�k = 1

nk � 1
X
bi2Ek

(bi � �k)t (bi � �k):

1. Cas hétéroscédastique (matrices des variances di¤érentes) i.e. �k 6= �k� avec

k 6= k�:

On note

- bPk = qk = nk
n
:

- b�k = ak = 1

nk

X
bi2Ek

bi:

- b�k = Vk = 1

nk

X
bi2Ek

(bi � ak)t (bi � ak);

ou bien b�k = Vk = 1

nk � 1
X
bi2Ek

(bi � ak)t (bi � ak) la version sans biais.
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Dé�nition 2.1.1 Analyse discriminante quadratique est basée sur la règle bayé-

sienne en fonction des estimateurs dans le cas hétéroscédastique comme suit

Ek� = argmin
k=1;:::;K

Qk (b) ;

où Qk (b) = (b� ak)t V �1k (b� ak)t� 2 ln qk� ln (detVk) est appelée la fonction

quadratique discriminante du groupe Ek:

Remarque 2.1.2 Une nouvelle observation sera a¤ectée au groupe pour lequel

la fonction quadratique discriminante sera la plus petite.

2. Cas homoscédastique (matrices des variances identiques)

i.e. �1 = : : : = �K = �:

La règle de Bayes s�écrit comme suit

Ek� = argmax
k=1;:::;K

bt��1�k �
1

2
�tk�

�1�k + lnPk:

Preuve. 8k = 1; : : : ; K : �k = �;

d�aprés 2.3 on a

h2k (b) = b
t��1b� 2bt��1�k + �tk��1�k � 2 lnPk + ln (det �) ;

où bt��1b et ln (det (�)) sont indépendants de k et ��1 est symétrique.

Donc, minimiser h2k (b) équivalent à maximiser �
1

2
(�2bt��1�k + �tk��1�k � 2 lnPk) :
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Remarque 2.1.3 - La matrice de variances � commune des di¤érents groupes est

estimée par W =
1

n

KX
k=1

X
bi2Ek

(bi � ak)t (bi � ak)

ou par sa version sans biais W =
1

n�K

KX
k=1

X
bi2Ek

(bi � ak)t (bi � ak):

- Lorsqu�on suppose que Pk sont égaux, la règle de l�analyse discriminante linéaire

est équivalent à la règle de classement géométrique.

Dé�nition 2.1.2 Analyse discriminante linéaire est basée sur la règle bayésienne en

fonction des estimateurs dans le cas homoscédastique comme suit

Ek� = argmax
k=1;:::;K

Lk (b) ;

où Lk (b) = btW�1ak �
1

2
atkW

�1ak + 2 ln (qk) est appelée la fonction linéaire discri-

minante du groupe Ek:

2.1.2 Règle bayésienne avec estimation non paramétrique

En statistique, on utilise le terme "estimation non paramétrique" lorsqu�on doit esti-

mer un nombre in�ni de paramètres. Au lieu de supposer qu�on a a¤aire à une densité

de type connu dont on estime les paramètres, on cherche plutôt une estimation bf de
la fonction de densité f .

Cette méthode trés �exible présente l�avantage de ne pas exiger d�hypothèse spéci-

�ques sur la loi. Cependant, elle n�est utilisable qu�avec des échantillons de grande

taille, surtout lorsque le nombre de dimensions p est grand.

Dans le domaine de l�analyse discriminante, ces méthodes permettent une estimation

directe des densités fk. On examine ici la méthode des K plus proches voisins (ppv).
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2.1.2.1 K plus proches voisins[9]

La méthode des K ppv est très utilisée en pratique. Elle est basée sur les considéra-

tions suivantes : La probabilité qu�une v.a. X de densité f (x) prenne sa valeur dans

une région D (x) de volume D centrée sur un point b est donnée par

F =

Z
D(x)

f (u) du:

Lorsque D (x) est petit, on peut écrire

F ' f (x)�D:

Lorsqu�on a un échantillon indépendant et identiquement distribuées (i.i.d.) avec

une densité f (x) ; on peut estimer cette probabilité par la proportion d�observation

appartenant à D (x) :

Si on note c le nombre d�observations (parmi n) appartenant à D (x), alors on a

F ' c

n
' f (x)�D:

par conséquent, on en déduit une estimation de la densité

bf (x) = c

nD
:

La méthode des K ppv implique de dé�nir
c

n
et de calculer D de la plus petite

hypersphère D (x) centrée sur b contenant c observations.

Par exemple, si on note bc le ci�eme ppv de b dans Rp pour la norme euclidienne k�k ;

alors on prend pour D (x) l�hypersphère centrée sur b, de rayon kb� bck :
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Le volume de cette hypersphère est donné par

D = 2 kb� bckp �p=2�
�p
2

�
:

1

Le rapport
c

nD
donne l�estimation souhaitée.

Le paramètre c: Si celle-ci est trop élevée, l�estimation sera trop régulière et les

détails seront e¤acés. En revanche, si elle est trop faible, l�estimation présenttera de

nombreux pics.

On peut montrer que pour que bf (b) converge en probabilité vers f (b) sachant que
f est continue en b, il su¢ t que8><>: c (n) �!1 n �!1
c (n)

n
�! 0 n �!1

2.1.2.2 Application des K plus proches voisins à l�analyse discriminante[9]

Disposant d�une estimation de la densité, on peut l�utiliser pour construire une règle

de décision.

On suppose que parmi les c ppv de b, ck appartiennent à la classe Ek. On a donc

KX
k=1

ck = c:

On note nk le nombre d�observations issues de la classe Ek. On a donc

KX
k=1

nk = n:

1� (x) =
R1
0
tx�1e�tdt

� (n) = (n� 1) � (n� 1) = (n� 1)!
�
�
1
2

�
=
p
�
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On note D le volume de la plus petite hypersphère centrée sur b contenant c obser-

vations.

Alors, en combinant l�approche par ppv, on peut estimer la densité conditionnelle

P (Ek jb) par bP (Ek jb) = ck
nkD

:

et la probabilité a priori Pk par bPk = nk
n
:

La règle de décision consiste à a¤ecter b à Ek si

8j : bP (Ek jb) bPk � bPjbP (Ej jb) :
ce qui s�écrit, en appliquant le théorème de Bayes,

8j : ck
nkD

� nk
n
� cj
njD

� nj
n
:

Ainsi, on a¤ecte b à la classe Ek si

8j : ck � cj:

Autrement dit, on a¤ecte b à la classe la plus représentée parmi ses c ppv.

En cas de présence d�ex-aequo, on procède en général de l�une des façons suivantes :

1. On choisit une classe arbitrairement parmi les ex-aequo.

2. On a¤ecte b à la classe Ek, parmi les ex-aequo, dont la moyenne (calculée sur

ck observations) est la plus proche de b:

3. On a¤ecte b à la classe la plus proche parmi les ex-aequo.
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On peut démontrer que l�erreur de classi�cation asymptotique " de la règle du ppv

(k = 1) véri�e

"B � " � "B
�
2� K"B

K � 1

�
;

où "B désigne l�erreur de la règle de Bayes, donc de la règle optimale.

Ainsi, pour de grands échantillons, l�erreur de classi�cation par ppv est bornée su-

périeurement par deux fois l�erreur de la règle de Bayes.

Elle fournit également une borne inférieure pour celle-ci puisqu�on déduit de l�inéga-

lité précédente que

K � 1
K

�
r
K � 1
K

r
K � 1
K

� " � "B � ":
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Conclusion

Ce mémoire donne une aidé générale sur l�analyse discriminante.

En conclusion, ce mémoire a exploré deux approches principales de l�analyse dis-

criminante : les méthodes géométriques et les méthodes probabilistes. Nous avons

examiné les notions fondamentales, les techniques avancées et les di¤érentes règles

appliquées dans chaque approche. Ces méthodes o¤rent des perspectives distinctes

et complémentaires pour l�analyse discriminante.

Les méthodes géométriques se concentrent sur la structure spatiale des données, en

utilisant des distances et des règles d�a¤ectation pour classi�er les individus. En

revanche, les méthodes probabilistes s�appuient sur des modèles statistiques et des

probabilités pour estimer la distribution des données et e¤ectuer des classi�cations

basée sur la vraisemblance ou l�estimation non paramétrique.

Ainsi, le choix entre ces deux approches dépend des caractéristiques spéci�ques des

données et des objectifs de l�analyse. Les méthodes géométriques sont particulière-

ment e¢ caces lorsque les données sont bien séparées dans l�espace, tandis que les

méthodes probabilistes sont mieux adaptées aux situations où il est important de

modéliser la distribution sous-jacente des données.

34



Bibliographie

[1] Baey, C. (2019). Analyse de données. M2 Ingénierie Statistique et Numérique.

Université de Lille.

[2] Bonneau, F., & Porth, J. M. (1985). Analyse discriminante : Methode du type

plus proches voisins utilisant un pretraitement des donnees (Doctoral disserta-

tion, INRIA).

[3] Casin, P. (2015). L�analyse factorielle discriminante de tableaux multiples. Jour-

nal de la Société Française de Statistique, 156 (4), 1-20.

[4] Crucianu, M., (2021). Apprentissage statistique : modélisation descriptive et

introduction aux réseaux de neurones (RCP208) Méthodes d�analyse factorielle.

Conservatoire National des Arts & Métiers, Paris, France.

[5] Décarie, Y. (2012). Analyse en composantes principales et analyse discriminante

fonctionnelles appliquées à des données de prises alimentaires animales. Library

and Archives Canada= Bibliothèque et Archives Canada, Ottawa.

[6] Duby, C., & Robin, S. (2006). Analyse en composantes principales. Institut

National Agronomique, Paris-Grignon, 80, 53.

[7] Gadat, S. Analyse Factorielle Discriminante. Laboratoire de Statistique et Pro-

babilites, UMR 5583 CNRS-UPS, 10-11.

[8] GONZALEZ, P. L., Analyse discriminante. https ://maths. cnam. fr/IMG/pdf/

Analyse_discriminante - Methodes_geometriques_cle8b864f.pdf

35



Bibliographie

[9] Lardjane, S., (2022). Analyse discriminante et Régression logistique. Université

Bretagne Sud, 22-24

[10] Necir, A. (2022.a). Analyse en Composantes Principales (Modèle linéaire), Cours

de 1�ere Année Master, Université de Mohamed Khider Biskra.

[11] Piron, M., Lebart, L., & Morineau, A. (1995). Statistique exploratoire multidi-

mensionnelle. Paris.

[12] Saporta, G. (1997). Méthodes statistiques de discrimination. Statistique et mé-

thodes neuronales, 20-30.

[13] Saporta, G. (2006). Probabilités Analyse des données et Statistique, 2�eme édition,

Editions technip.

[14] Saporta, G. (2012). Analyse discriminante, classi�cation supervisée, scoring.

Conservatoire National des Arts et Métiers. http ://cedric. cnam. fr/�saporta.

36



Annexe A : Logiciel R

2.2 Qu�est-ce-que le langage R?

� Le langage R est un langage de programmation et un environnement mathématique

utilisés pour le traitement de données. Il permet de faire des analyses statistiques

aussi bien simples que complexes comme des modèles linéaires ou non-linéaires, des

tests d�hypothèse, de la modélisation de séries chronologiques, de la classi�cation,

etc. Il dispose également de nombreuses fonctions graphiques très utiles et de qualité

professionnelle.

� R a été créé par Ross Ihaka et Robert Gentleman en 1993 à l�Université d�Auckland,

Nouvelle Zélande, et est maintenant développé par la R Developement Core Team.

L�origine du nom du langage provient, d�une part, des initiales des prénoms des deux

auteurs (Ross Ihaka et Robert Gentleman) et, d�autre part, d�un jeu de mots sur le

nom du langage S auquel il est apparenté.
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Annexe B : Abréviations et

Notations

Les di¤érentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont

expliquées ci-dessous :

n : Nombre d�individu.

p : Nombre de variable quantitative.

X : Matrice des observations.

xij : Valeur de la variable j mésurée sur l�individu i (une observation).

M(���) : Espace des matrices de dimension (� � �) :

Xj : Vecteur variable de Rp.

Xi : Vecteur individu de Rn.

R� : Eespace réel de dimension �:

g : Centre de gravité totale.

Xj : Moyenne arithmétique des variables.

p : Poids des individus.

Dp : Matrice des poids.

E : Nuage de points.

K : Nombre des classes (sous-nuages).

Ek : Sous-nuages.

gk : Centre de gravité des doud-nuages.
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Annexe B : Abréviations et Notations

V Matrice de variance totale.

Vk Matrice de variance de chaque classe (sous-nuage).

q Poids de chaque classe (sous-nuage).

X t Matrice transposé de la matrice des observations.

var (�) ; �2 variance.

cov (�) covariance.

B Matrice variance des moyennes (inter-classe).

W Matrice moyenne des variances (intra-classe).

R Matrice de corrémation.

Z Matrice centrée réduite de la matrice X .

Z t Matrice transposé de la matrice Z.

cor (�) ; r Corrélation.

F Tableau logique associé à la variable qualitative.

S Variable discriminante.

u facteur discriminante.

X Variable aléatoire quantitative.

M Métrique.

�u Axe discriminante.

i.e. C�est à dire.

�; � Valeur propre (pouvoire discriminante d�un axe)

M�1;V�1;W�1 Matrice inverse des M;V et W :

AFD Analyse Factorielle Discriminante.

ACP Analyse en Composantes Principales.

d (Xi1 ; Xi2) Distance entre Xi1 et Xi2 :

b Nouvelle observation à classé 2 Rp:

fEk Fonction linéaire discriminante relatives à le groupe Ek:

Y Variable aléatoire qualitative.
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Annexe B : Abréviations et Notations

v.a Variable aléatoire.

v.a.r Variable aléatoire réelle.

P (Y = k) ; Pk Proportion théorique (probabilité a priori) de Ek:

fk Densité de probabilité/probabilité de X dans Ek

f Densité de probabilité.

U Variable aléatoire.

� Espérence.

� Matrice de variance.

h2 Le carré de la distance de Mahalanobis théorique généralisée.

� Paramètre.

M.V Maximum de Vraisemblance.bPk; qk Estimation de la probabilité a priori Pk:b�k; ak Estimation de �k:b�k; Vk Estimation de �k:b�;W Estimation de �:

��1; ��1k ; V
�1
k ;W�1 Inverse de �k; �; Vk et W:

Qk Fonction quadratique discriminante du groupe Ek:

Lk Fonction linéaire discriminante du groupe Ek:

ppv Plus proches voisins.

D (x) Région (hypersphère).

D Volume.

F Fonction de répartition de la densité f sur la région D (x) :

i.i.d. indépendant et identiquement distribuées.

c Nombre d�observation appartenant à D (x) :bf Estimation de la fonction de densité f:

bc observation �xée.

k�k Norme euclidienne.
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Annexe B : Abréviations et Notations

� Fonction Gamma.

ck Observation parmi les c observations 2 Ek:

nk Nombre d�observations issues de la classe Ek:bP (Ekj b) Estimation de la densité conditionelle P (Ekj b) :

" Erreur de classi�cation asymptotique de la règle du plus proches voisins.

"B Erreur de la règle de Bayes.
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Discriminant analysis is a statistical technique used to classify data and determine the group 

to which an element belongs based on explanatory variables. This technique relies on two main 

approaches: the probabilistic and geometric approaches. The probabilistic approach estimates 

conditional probabilities of group membership, while the geometric approach analyzes distances 

and geometric differences between groups. These methods are used in fields such as marketing, 

finance, and medicine to improve prediction accuracy and decision-making. 

Key words: Discriminant analysis, probabilistic methods, geometric methods, 

classification, data analysis, Mahalanobis distance, multivariate analysis. 

لتحليل التمييزي هو تقنية إحصائيية تستاتم ل لتصانيل النيئ ئت دتح ا  المعمواة التن انتمن إليعئ انصاي  بيا ًنئلى ال  ا

المتغييات التوضااايحيةع تبتم  هال التقنية ال   نععيا سييتااايياه المنعم ايحتمئلن دالمنعم العن تااانع اتاااتم ل المنعم ايحتمئلن 

الشيطية ي تمئل البنئصي إل   عموائت، ًينمئ ابتم  المنعم العن تن ال  تحليل المتئفئت دالفيدق العن تية لتق اي ايحتمئيت 

 ًيا المعموائتع تستتم ل هال الأتئليب فن  عئيت  تب دة  ثل التتواق، التموال، دالطب لتحتيا دقة التننؤات داتمئذ القياساتع

التصااااانيل، تحليل النيئ ئت،  تااااائفة  العن تاااااية، الأتااااائليب ايحتمئلية، لأتااااائليبا التمييزي، التحليل الكلمات المفتاحية:

 التحليل  تب د المتغيياتع عئي وًيس، 

 

L'analyse discriminante est une technique statistique utilisée pour classifier les données et 

déterminer à quel groupe appartient un élément donné en fonction des variables explicatives. Cette 

technique repose sur deux approches principales : l'approche probabiliste et l'approche géométrique. 

L'approche probabiliste estime les probabilités conditionnelles d'appartenance, tandis que l'approche 

géométrique analyse les distances et différences géométriques entre les groupes. Ces méthodes sont 

utilisées dans des domaines tels que le marketing, la finance et la médecine pour améliorer la 

précision des prédictions et la prise de décision. 

Mots clés : Analyse discriminante, méthodes probabilistes, méthodes géométriques, 

classification, Analyse des données, la distance de Mahalanobis, analyse multivariée. 
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