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Introduction

L’estimation par intervalle de confiance est une méthode statistique fondamentale
utilisée pour estimer des parameétres inconnus d’une population a partir d'un échan-
tillon de données. Cette méthode fournit un intervalle de valeurs plausibles pour le

parametre inconnu, avec un niveau de confiance spécifié.

L’importance de l’estimation par intervalle de confiance réside dans le fait qu’elle
permet aux chercheurs et aux décideurs de prendre des décisions éclairées en tenant
compte de l'incertitude inhérente aux estimations statistiques. En fournissant un
intervalle de valeurs plutdét qu'un simple point estimé, cette méthode permet de

mieux évaluer la précision et la fiabilité des estimations.

Au XVlle siécle, le scientifique britannique John Graunt est considéré comme 1'un
des premiers & avoir abordé le sujet de ’estimation par intervalle de confiance et
des statistiques. En 1662, Graunt a publié un livre intitulé "Natural and Political
Observations Made upon the Bills of Mortality", dans lequel il utilisait des données
statistiques disponibles pour estimer les taux de mortalité et de natalité a Londres.
Il a également fourni des estimations de confiance pour ces données, ce qui en fait

I’'un des premiers & utiliser ce concept en statistique.

Nous exposons notre travail en trois chapitres :

Chapitre 01 : Dans le premier chapitre, les concepts fondamentaux de statistique

mathématique sont examinés. Ce chapitre aborde plusieurs sujets de base tels que



Introduction

les lois de probabilité usuelles, (les loi déscrétes et continues). 11 traite également de
concepts tels que la moyenne et la variance empirique, ainsi que de théoréme centrale

limite et la loi forte et faible des grandes nombres.

Chapitre 02 : Dans ce chapitre de mémoire, nous abordons les concepts fonda-
mentaux de ’estimation statistique, notamment l’intervalle de confiance et les mé-
thodes d’estimation ponctuelle et principale. Nous examinons ensuite les différentes
méthodes d’estimation, notamment la méthode des moments et la méthode du maxi-
mum de vraisemblance, en soulignant leur utilisation pratique dans la construction
d’intervalles de confiance. Enfin, nous discutons 'application sur ’estimation par

I'intervalle de confiance.



Chapitre 1

Généralités

1.1 Définitions et concepts de base

1.1.1 Les lois usuelles en statistique
Lois discretes

Définition 1.1.1 (Loi uniforme) On dit qu’une v.a discréte X est uniforme sur

un ensemble de points réels x1,xs,...,x,,n > 1 si elle admet pour loi de probabilité

avec,

Définition 1.1.2 (Loi Poisson) Une v.a X est dite de Poisson de paramétre A > 0

(on écrit X ~ P(X)) si sa loi de probabilité

k

P(X =k) = EGXP(—)\)HN(@,
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avec,

La loi de Poisson est une distribution de probabilité discréte qui décrit le nombre
d’événements rares se produisant dans un intervalle fixe de temps ou d’espace, compte
tenu d’un taux moyen d’occurrence. Elle est souvent utilisée dans des domaines tels
que la modélisation des files d’attente, ’analyse des données de trafic, et la biologie
pour modéliser le nombre d’événements tels que les mutations génétiques. La loi de
Poisson est caractérisée par le fait que le nombre moyen d’événements est égal a la
variance, et elle devient une approximation de la distribution binomiale dans le cas

ol le nombre d’essais est grand et la probabilité de succes est petite.

Lol Poisson avec lamda=2

1.5

1.0

0.5

Fi1G. 1.1 — Loi Poisson.

Définition 1.1.3 (Loi de Bernoulli) On dit qu’une v.a X suit la loi de Bernouilli

de paramétre 0 < p < 1, et on écrit X ~ B(p), si elle ne prend que deux valeurs
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possibles O ou 1 avec des probabilités respectives 1 — p et p, c-a-d

1—p k=0

p k=1

tel que, p le paramétre de succés et

E(X)=p, V(X)=p(l-p).

La loi de Bernoulli est une distribution de probabilité discréte qui modélise une seule
expérience aléatoire avec deux résultats possibles : succés avec une probabilité p et
échec avec une probabilité 1 — p. FElle est nommée d’aprés le mathématicien suisse
Jacob Bernoulli. Cette distribution est souvent utilisée pour modéliser des événements
binaires tels que la réussite ou l’échec d’un essai, la présence ou l’absence d’un trait,
ou encore le résultat d’un lancer de piéce de monnaie. La loi de Bernoulli est la
base de mombreuses autres distributions de probabilité, notamment la distribution
binomiale qui modélise le nombre de succés dans un nombre five d’essais de Bernoulli

indépendants.

Définition 1.1.4 (Loi binomiale) Une v.a X est dite binomiale de paramétres n €
Net0<p<1 (onéerit X ~ B(n,p)) si sa loi de probabilité s’écrit de la forme
sutvant

P(X = k) = Cpp"(1 = p)" "o,y (k)

avec,

E(X) =np, V(X) =np(l —p).

Cette loi est utilisée pour calculer la probabilité de différents nombres de succés dans
un nombre fixe d’essais, ce qui en fait un outil précieur pour I’analyse statistique des

données.
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Lol B(15,0.6)

0.20
|

E
0.10
|

0.00
|

Fi1G. 1.2 — Loi Binomiale.

Lois continues

Définition 1.1.5 (Loi uniforme) On dit une v.a continue X suit une loi uniforme
sur un intervalle [a, b)(X ~ U([a,b])), ot a et b sont deux réels tels que a < b, si elle

admet pour densité de probabilité

et on a

Définition 1.1.6 (Loi exponentielle) On dit qu’une v.a X suit la loi exponen-
tielle de paramétre 0 > 0, et on écrit X ~ E(0), si sa densité de probabilité est
définie par

£ () = 6exp(—0) T ().
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avec,
1 1
EX)=-,V(X) = —.
(X) = 5. V(X) = 5
Loi exponentielle
© _|
L
E —
O
s < |
= (]
=
it | | | | | | |
0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 30
X

F1G. 1.3 — Loi exponentielle.

Définition 1.1.7 (Loi normale) Une v.a X suit une loi normale ou gaussienne
(loi de Laplace-Gauss) de paramétres p € R et 0% > 0 (X ~ N (i, 0?)) si elle admet

pour densité de probabilité la fonction f définie, pour tout nombre réel x, par

tel que,

E(X) = p,V(X) = o7,

et lorsque X v.a normale centrée.réduite (X ~ N(0,1)) on a
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La distribution normale est I'une des distributions de probabilité les plus connues
en statistique. Cette distribution se caractérise par une courbe en forme de cloche
symétrique autour de sa moyenne, ou la plupart des données se situent pres de
cette valeur et la probabilité diminue avec 1’éloignement de celle-ci. La distribution
normale est utilisée dans de nombreux domaines tels que la psychologie, I’économie, la

physique, etc., en raison de sa compatibilité avec de nombreux phénoménes naturels

et sociaux.
Lol normale
=
L ]
x |
£
o e
5 o 7]
= |
© T T T T T
-4 -2 ] 2 4
X

Fi1G. 1.4 — Loi Normale

Définition 1.1.8 (Loi du khi-deux) On dit qu'une v.a X suit une loi du khi-deux

ou loi de Pearson et on écrit X ~ X2 si elle admet pour densité

2771/2

flz) = T(n/2) exp(—2/2)z"* g 4o (2),

ot T'(n/2) = fOJroou”/?*l exp(u)du, désigne la fonction gamma.

La loi du X? (chi-deux) est une distribution de probabilité continue qui apparait

8
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souvent en statistique. Elle est utilisée pour modéliser des variables aléatoires qui
représentent des sommes de carrés de variables aléatoires normalement distribuées
et indépendantes. La loi du X? est couramment utilisée pour tester I'indépendance
entre des variables, ainsi que pour tester I’adéquation d’'un modele statistique a des
données observées. Elle est également utilisée dans les analyses de régression pour
évaluer la significativité des coefficients de régression. La forme de la distribution du
X? dépend du nombre de degrés de liberté, qui est un paramétre important dans son

utilisation.

Définition 1.1.9 (Loi de Student) Une v.a X est dite variable de Student de de-

gré de liberté n > 1 (on note X ~t,,) si elle s’écrit sous la forme suivante

A

VY/n'

ot Z ~ N(0,1) et Y ~ X2 sont indépendantes.

X —

La distribution de Student, ou distribution ¢, est un outil essentiel en statistique pour
estimer les moyennes de petites échantillons lorsque ’écart-type de la population
est inconnu. Elle a été introduite par William Sealy Gosset sous le pseudonyme de
"Student" en raison de son emploi & la Guinness Brewery et de la nécessité de garder
confidentiels les détails de ses travaux. Cette distribution differe de la distribution
normale par ses queues plus épaisses, ce qui en fait un outil précieux pour analyser des
données ol les observations peuvent étre plus dispersées. La distribution de Student
est largement utilisée dans les études scientifiques, les enquétes et d’autres domaines

ou l'analyse des échantillons est nécessaire.
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1.1.2 Moyenne et variance empirique

Définition 1.1.10 Un n-échantillon aléatoire issu d’une v.a X est une suite (X1, ..., X,)
de n > 1 v.a indépendantes et identiquement distribuées (iid) ayant la méme loi que

X : Le nombre n est appelé taille de I’échantillon.

Définition 1.1.11 On appelle statistique sur un n-échantillon (X,...,X,) toute

fonction mesurable des X;, 1 =1,...,n.

Moyenne empirique

Définition 1.1.12 On appelle moyenne empirique (échantillonnale, expérimentale)

la statistique notée X,, définie par :
X, - iyx
n — n= i

Proposition 1.1.1 Soit (X, ..., X,) une suite de v.a iid de moyenne p et variance

o ona:

et
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Variance empirique

Définition 1.1.13 On appelle variance empirique, la statistique

12 —
S =5 (X; - X)) (1.1)
Ni=1
Proposition 1.1.2 Soit (Xi,...,X,) une suite de v.a iid de moyenne p et variance

o? on a:

Ni=1
12 —
= Y B(X;>+ X,,> — 2uX)),
Ni=1
=V(Xi) + E(X,)* + V(X,,) + B(X,,)? — 2%,
1
=0+ ~0®
n

Remarque 1.1.1 Le covariance entre X,, et S? donner par :

n —

cov(Xy, S2) = —;
n

i3, avec pz le moment d’ordre 3.

1.2 Mode de convergence

Vu T'utilité de la notion de convergence dans l’estimation statistique, on rappelle,
dans cette section, les défnitions et résultats essentiels relatifs aux différents modes

de convergence. Soit (X,,),>1 une suite de v.a.

11
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1.2.1 Convergence en loi

Définition 1.2.1 On dit que (X,,),>1 converge en loi vers une v.a X, et on écrit
X, 5 X, si
lim F,(x) = F(z),

n—-+4o0o

ou F,, et F' désignent les fonctions de répartition de X,, et X respectivement.

1.2.2 Convergence en probabilité

Définition 1.2.2 (Convergence en probabilité) On dit que (X,,),>1 converge en

. . P ‘
probabilité vers une v.a. X; et on écrit X,, — X, si

Ve>0: lim P(|X,— X|>¢) =0.

n—-+o0o

1.2.3 Convergence en moyenne quadratique

Définition 1.2.3 On dit que (X,)n,>1 converge en moyenne quadratique vers une

L. mq .
v.a. X, et on écrit X,, = X, si

lim F(X, - X)*=0.

n—-+00

1.2.4 Convergence presque stire

Définition 1.2.4 On dit que (X,,)n,>1 converge presque siirement vers une v.a X, et
on écrit X, X si

P( lim X, # X) =0.

n—-+o0o

12
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1.2.5 Liens entre les types de convergence

Les implications suivantes permettent le passage entre certains types de convergence :

X, 2 X =X, 5 X,
X, B xXx=X,2 X,

X, Mx—=x,2X

1.3 Loi forte des grands nombres

La loi forte des grands nombres est un principe fondamental en probabilité et en sta-
tistique qui stipule que la moyenne empirique d’une séquence de variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées converge presque stirement vers ’espé-
rance de cette distribution lorsque le nombre d’observations augmente. En d’autres
termes, a mesure que la taille de I’échantillon augmente, la moyenne des échantillons
converge vers la moyenne théorique de la population. C’est un concept crucial pour

comprendre la fiabilité des estimations basées sur des échantillons.

Théoréme 1.3.1 Soient (X1,...,X,,) des v.a iid d’espérance u et de variance o>
(finies). Alors, on a

X5

1.4 Loi faible des grands nombres

Théoréme 1.4.1 Soient (X1,...,X,) des v.a iid d’espérance j et de variance o?
(finies). Alors, on a

X, 5o
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1.5 Théoréme centrale limite

Le théoréme central limite est un concept fondamental en statistique qui stipule que
la somme (ou la moyenne) d’un grand nombre de variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées suit approximativement une distribution normale, quelle
que soit la distribution initiale des variables. C’est un outil essentiel pour comprendre
le comportement des échantillons dans divers domaines de la statistique et de la

science des données.

Théoréme 1.5.1 Soit (X,,),>1 une suite de v.a iid, d’espérance pu et de variance o?

finies. Alors
X, —np
=1

(2

Ti/\/(o,l).

14



Chapitre 2

Intervalles de confiance

2.1 Meéthode d’estimation ponctuelle

L’estimation ponctuelle et I'intervalle de confiance sont deux concepts clés en sta-
tistique qui permettent d’estimer un paramétre inconnu d’une population a partir
d’un échantillon de données. L’estimation ponctuelle consiste & estimer ce parameétre
par un seul chiffre, généralement la moyenne ou la médiane de 1’échantillon. Cepen-
dant, cette estimation peut étre entachée d’erreur et il est donc important de fournir
également un intervalle de confiance, qui donne une fourchette de valeurs plausibles
pour ce parametre, avec un certain niveau de confiance. Ce niveau de confiance est
généralement fixé a 95%, ce qui signifie qu’il y a 95% de chances que le véritable
parameétre se trouve dans 'intervalle de confiance. I’estimation ponctuelle et I'inter-
valle de confiance sont des outils essentiels pour interpréter les résultats des études
statistiques et pour prendre des décisions éclairées en se basant sur des données

probantes.

15



Chapitre 2.Intervalles de confiance

2.1.1 Définition et propriétés

Soit X une v.a dont la distribution dépend d’un (ou plusieurs) paramétre. La donnée
d’un modele statistique c’est la donnée d’une famille de probabilités { Py, 0 € O}, ou
O représente ’espace des valeurs du paramétre inconnu. On dit alors que la loi de
X appartient au modele { Py, 0 € ©}. On souhaite estimer ce paramétre & partir de
I’observation d’un échantillon aléatoire (Xj,...,X,), de taille n > 1, extrait de la

population X.

Définition 2.1.1 Un estimateur du paramétre est une statistique (voir la définition
1.1.11), généralement notée par é;, contenant le plus d’information possible sur 6.
La qualité d’un estimateur s’exprime par sa convergence ou consistance, son biais,

son efficacité et/ou sa robustesse.

Définition 2.1.2 (Consistance) Un estimateur 0, est dit convergent ou consistant

sl est "proche” de 6 au sens de la convergence en probabilité, pour tout € > 0

Pty — 0] >¢) — 0.

n—-+o0o

Définition 2.1.3 On appelle biais d’un estimateur QAn la quantité E(@An) L’estima-

teur 6, est dit sans biais si E(HAH) =0, sinon il est dit biaisé.

Dans ce qui suit, on va s’intéresser a l’estimation de trois paramétres trés connus,
a savoir la moyenne, la proportion et la variance. On considére un n-échantillion

(X1,...,X,) issu d’une loi de moyenne y et de variance o2, toutes deux inconnues.

2.1.2 Estimation de la moyenne

L’estimateur naturel (non-paramétrique) de I’éspérance p est la moyenne empirique
X,, définie par[1.1.12| Dans le cas des lois de probabilités usuelles, il est également

obtenu par les méthodes du MV et des moments.

16
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Plus généralement, le k™ moment théorique
pe = E(XF), k> 1, (2.1)

est naturellement estimé par le moment empirique d’ordre k

n

1 n
my = — > XF. (2.2)
=1

Propriété 2.1.1 1. X, est un estimateur convergent (faiblement et fortement)

de .

2. X, est un estimateur sans biais.

Proposition 2.1.1 1. Si X ~ N (p,0?) alors,

2

— St la variance o* est connue, on a

\/ﬁX_” — 15 A(0,1). (2.3)

g

— Si la variance 0? est inconnue, on a

X
Vno1on TR Ly (2.4)

o

2. Si X est de distribution quelconque ou méme inconnue, la loi de X, est ap-
prochée par une loi normale d’éspérance u et de variance o*/n, lorsque n est

grand (en pratique n > 30).

2.1.3 Estimation de la variance

Lorsque la moyenne de X est inconnue, la variance empirique S? ; représente 1es-
timateur naturel de la variance 0. Comme X,,, 'estimateur S? est obtenu par les

méthodes du MV et des moments pour les lois de probabilités usuelles. Dans le cas

17
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ou u est connue, la statistique

R} = EZ<XZ —p)?, (2.5)

constitue un estimateur de o2 plus précis que S2. En effet, cette derniére est calculée
sur la base de X,, qui est une valeur approchée de p, alors que R? est exprimée en

termes de la valeur exacte de pu.

Proposition 2.1.2 1. S? est un estimateur convergent (faiblement et fortement)

de la variance o>.

2. S2 est un estimateur biaisé pour 0. On construit un estimateur sans biais par

G

n

(X=X = =S

n—lizl n—1

3. S? est un estimateur asymptotiquement sans biais.

4. Si X ~ N(u,c?), alors

n
S5~ XL (2.6)

Remarque 2.1.1 R2 est un estimateur convergent (faiblement et fortement), sans
biais de o? et vérifiant
n
— 52~ X2, (2.7)

g2 "

En effet, nR? /o* est égal a la somme des carrés de n v.a normales centrées réduites

indépendantes.

2.1.4 Estimation d’une proportion

Soit 0 < p < 1 la proportion (pourcentage) d’individus, dans une population, pos-
sédant un ceratain caractére. C’est le parameétre de succés dans une expérience de

Bernoulli. L’estimateur naturel de p est ce que 'on appelle la fréquence empirique,

18
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notée K, calculée sur un échantillon de taille n > 1. Elle peut étre considérée comme
une moyenne empirique particuliére, ou les v.a X; sont des variables (indépendantes)

de Bernoulli de parameétre p. Elle est alors definie par
K, :=-> X, (2.8)

Proposition 2.1.3 1. K, est un estimateur convergent (faiblement et fortement)

de p.
2. K,, est un estimateur sans biais.
3. La distribution de K, est donnée par

Kn_p

nk, ~ B(n,p) et p(l——p)/n

~ N(0,1). (2.9)

2.2 Meéthodes d’estimation principales

Il existe plusieurs facons de construire un estimateur pour un parameétre donné. Les

plus populaires sont la méthode des moments et celle du maximum de vraisemblance

(MV).

2.2.1 Meéthode des moments

Définition 2.2.1 On appelle estimateur des moments de 0, toute solution (9An des
équations des moments

ou et my désignent les moments théorique et empirique respectivement définis par
et. En d’autres termes, si le paramétre s’exprime comme fonction o(pq, fio, ...)

des premiers moments, alors son estimateur 0,, est de la forme p(my, ma,...).
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Exemple 2.2.1 1. Loi de Bernoulli B(p): On a p = py, donc lestimateur de
p par la méthode des moments est p = m; = K,. Cet estimateur n’est autre
que la proportion de succés lors de n expériences indépendantes de Bernoulli.
On retrouve ainsi le principe d’estimation d’une probabilité par une proportion

empirique.

2. Loi exponentielle : Si X est une v.a de loi £(), ou E(X) = 1/0. Donc

lestimateur de 0 par la méthode des moments est

2.2.2 Méthode du maximum de vraisemblance (MV)

L’estimateur du maximum de vraisemblance de 8 est définie comme suit

0= argrgleaécl(Xl, coy Xy 0) = argrgleaglogL(Xl, o X 0),

avec
n

L(Xy,...,X,;0)= Hf(x,, 0) est la fonction de vraisemblance.

avec,

fo(z) si X est continue de densité fj,
Py(x) = P(X =) si X est discréte.
On obtient estimateur de § en résolvant le systéme suivant

a0
82Z(X1, e ,Xn,Q)

55 <0.

Remarque 2.2.1 Les deux méthodes d’estimation ne donnent pas nécessairement le
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méme estimateur. Par exemple, pour le paramétre 6 > 0 de la distribution uniforme
sur Uintervalle [0, 0], lestimateur des moments est 2X,, alors que celui du MV est

max X;.
1<i<n

2.3 Construction d’un intervalle de confiance

Le probléme avec I'estimation ponctuelle est qu’elle n’apporte pas d’information sur
la précision des résultats, c’est-a-dire qu’elle ne tient pas compte des erreurs dues
aux fluctuations d’échantillonnage. Pour évaluer la confiance que l'on peut avoir
en une valeur estimée d’un parameétre, il est nécessaire de déterminer un intervalle
contenant, avec une certaine probabilité fixée & priori, la vraie valeur du parameétre.

C’est I'estimation par intervalles de confiance.

Définition 2.3.1 S’il eziste des v.a Opin = Omin (X1, - -+, Xin) < Omax = Omax( X1, -+ -, Xi)
telles que

P(Q € [emimemax]) =1- «,

ot 0 < a < 1, on dit que intervalle [Omin, Omax| €st un intervalle de confiance pour

0, de niveau 1 — a. On le note par I1Cy_,(0).

Remarque 2.3.1 1. Le nombre « représente le risque que la vraie valeur de n’ap-
partienne pas a 1C1_,(0). C’est la probabilité de l’erreur qu’on commet en af-
firmant que 6 € 1Cy_,(0). Par contre, le nombre 1 — « représente la confiance
qu’on a en disant que 0 € ICy_,(0). En d’autres termes, il y a (1—a) x 100% de
chances que la valeur inconnue de soit comprise entre O, et Onay. Dans les pro-
bléemes pratiques (économie, agronomie, sociologie, sciences biomédicales,...),
les valeurs usuelles du risque o sont 10%, 5%, 1% correspondant & des niveauz

de confiance 90%, 95% et 99% respectivement.
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2. 1l est clair que plus le risque est petit, plus I'IC' est large, ¢’est-a-dire moins la
précision est bonne.

3. Un bon IC est un intervalle dont les bornes O, et Onax Sont des v.a qui

dépendent d’un estimateur perfomant QAn de 0.

Il est & noter que 1C_,(f) est un intervalle aléatoire. Dans les calculs, on considére
les bornes (non aléatoires) associées a une réalisation (z1,...,x,) de I’échantillon
(X1,...,Xn).

En résumé, la construction d’'un IC revient & la détermination de 0,.,;, et Onax qui

vérifient

PO < Opin) = a1 et P(0 > Onax) = o,

avec a1 + ap = /2 . En général, on choisit a3 = ay = /2 et on parle alors d'un IC
a risques symétriques. D’autre part, un /C de niveau 1 — « est dit unilatéral s’il est
défini par

PO >0nin) =1—a, ou P(0 < Opax) =1 — .

La connaissance de la distribution de probabilité de HAn permet d’obtenir les bornes

de I'IC' comme on va le voir dans les cas usuels qui suivent.

2.3.1 Intervalles de confiance pour les paramétres gaussiens

Soit (X1,...,X,) un n-échantillon d’une v.a normale de parameétres u et 0. On

souhaite construire des IC' pour ces derniers.

Estimation de la moyenne

L’IC de p est construit autour de son meilleur estimateur qui est la moyenne empi-

rique X,, définie par .
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2

Cas ol 02 est connue En utilisant la relation 2.3, on peut écrire

X, —p
o

P(—z1_qj2 <V <Ziap)=1—a

ol 21_q/7 Teprésente le quantile d’ordre 1 — «/2 de la loi normale standard, alors on

a
g

%21—04/2-

P(X_n—izl—aﬂ <p<X,+

vn

Par conséquent, on a

o

— —_— g
IC —a = |Xn —a/2s Xp + —=21-ay2]-
1—a(p) =1 Nl + Nk /2

Cas ou 02 est inconnue Cette fois, on utilise la relation pour écrire

P(=ti—ajp < vn—1

S 751—04/2) =1- «,

X, —p
Sn

ol t;_q/2 représente le quantile d’ordre 1 — /2 de la loi de Student & n — 1 ddl, alors

on a
_ S, S Sh
PXn_ tfa S SXn+ t,a .
Y T
D’ou
- S — S
IC _o(p) =X, — Lt 02, X+ Lt asol
1-a(p) = | n_ll /2 n—ll /2]

On note que lorsque n est grand, les quantiles de Student peuvent étre remplacés

par ceux de Gauss.
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Estimation de la variance

Cas oul 1 est connue La meilleure estimation de o2 est donnée par la variable

R? définie par En utilisant la distribution [2.7, on écrit

nR2
P(vq)2 < 2 <iap2) =1-a,

oll Va/2 €t V1_q/2 sont les quantiles de la loi du Khi-deux a n ddl, d’ordres resectifs

a/2etl—af2.
On a donc,
R? R?
P < g2 < My
V1i-a/2 Vo /2
alors,
R? nR?
[Cl—a(0'2) _ |: ni, ’Tl n:| )
Vi—a/2 Va/2

Cas ot y est inconnue Dans ce cas, on estime o2 par la variance empirique S>

définie par [1.1} D’aprés la distribution [2.6] on peut écrire

nS2
P(Ta/Z < O_zn < 7—1704/2) =1-aq

Ol To/2 €t Ti_q/2 sont les quantiles de la loi du Khi-deux & n ddl, d’ordres resectifs

a2 et 1 —af2.
On a donc,
2 2
P §02§n—8")=1—04,
T1—a/2 Tay/2
et on obtient
S2 52
1Cy_a(0?) = { nS, ,M} .
T1—a/2 Ta/2

On désire construire un IC' pour la proportion dont on a parlé dans le paragraphe

[2.1.40 On rappelle que le meilleur estimateur de p est la fréquence empirique K,
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définie par 2.8 D’apres[2.9]; on peut déterminer un /C' exact basé sur la loi binomiale
qui est une distribution exacte pour tout n, et/ou un /C' approximatif basé sur la loi
de Gauss qui est une distribution asymptotique. Les bornes de I’/ C' exact s’expriment
en fonction des quantiles de la loi de Fisher-Snédécor. Les détails sur la construction
d’un tel IC se trouvent, par exemple, dans [[3], page 57]. Pour I'/C' approximatif,

on utilise la loi asymptotique de [2.9) pour avoir

n

Fner S

<Zica2) — Pl=ziiap <Z < 21 4p2) =1-a,

n—-+o0o

ol Z est une v.a normale centrée réduite, c’est-a-dire

P(Kn_zl—a/Q V p(l_p)/n SPS Kn+zl—a/2 p<1_p)/n) — l—-a

n—-+o00

Ceci ne fournit pas un IC' car les bornes dépendent de I'inconnue p. Cependant, on
a le méme résultat de convergence, en remplacant p (dans les bornes de l'intervalle)

par son estimateur convergent K, (voir détails dans [[6], page 310]). On obtient alors

P(Kn - Zlfa/Q\/Kn(l - Kn)/n S p S Kn + Zlfa/Z\/Kn(l - Kn)/n) - l—a

On conclusion on a

IC1_a(p) = [Kn — VK (L= ) 1, Ky + 21-ajo/EKn(1— Ky /]

2.4 Simulation

Dans notre simulation on s’intéresse a estimer les paramétres (moyenne et écart-
type) d’une loi normale & partir d’un échantillon, en calculant leurs intervalles de

confiance respectifs. Au cours de ce travail on va réaliser les étapes suivantes :
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1. Ecrire une fonction avec langage R pour calculer I'intervalle de confiance de la

moyenne.

2. Ecrire une fonction avec langage R pour calculer Iintervalle de confiance de
I’écart-type.
3. Donne un exemple d’utilisation.

4. Déscute les résultats.

Par exemple #H#HHFH

voila un programme en R pour estimer les paramétres (moyenne et écart-type) d’une
loi normale & partir d’un échantillon, en calculant leurs intervalles de confiance res-

pectifs :

# Fonction pour calculer 'intervalle de confiance de la moyenne
intervalle_confiance_moyenne <- function(x, niveau_confiance = 0.95) {
n <- length(x)

moyenne <- mean(x)

ecart_type <- sd(x)

# Calculer lerreur standard

erreur_std <- ecart_type / sqrt(n)

# Calculer les quantiles de la loi normale

quantile <- gnorm((1 - niveau_confiance) / 2, lower.tail = FALSE)
# Calculer les limites de l'intervalle de confiance

limite_inf <- moyenne - quantile * erreur_std

limite_sup <- moyenne + quantile * erreur_std
return(c(limite_inf, limite_sup))

}

# Fonction pour calculer I'intervalle de confiance de ’écart-type
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intervalle_confiance_ecart_type <- function(x, niveau_confiance

{
n <- length(x)

ecart_type <- sd(x)

# Calculer les quantiles de la loi chi-carrée
quantile_inf <- qchisq((1 - niveau_confiance) / 2, n - 1)

quantile_sup <- qchisq(1 - (1 - niveau_confiance) / 2, n - 1)

# Calculer les limites de 1’intervalle de confiance
limite_inf <- sqrt((n - 1) * ecart_type"2 / quantile_sup)

limite_sup <- sqrt((n - 1) * ecart_type”2 / quantile_inf)

return(c(limite_inf, limite_sup))

}

# Exemple d’utilisation

x <- rnorm(50, mean = 10, sd = 2) # Données simulées
intervalle_moyenne <- intervalle_confiance_moyenne (x)
intervalle_ecart_type <- intervalle_confiance_ecart_type(x)
cat("Intervalle de confiance & 95% pour la moyenne :\n")
cat(intervalle_moyenne, "\n")

cat("Intervalle de confiance & 95% pour 1’écart-type :\n")

cat(intervalle_ecart_type, "\n")

comentaire sur le programme
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La fonction intervalle_confiance_moyenne calcule I'intervalle de confiance pour la
moyenne d’un échantillon x. Elle prend deux arguments : x (le vecteur de données)
et niveau_confiance (le niveau de confiance souhaité, par défaut 0,95 pour un

intervalle de confiance a 95%).

La fonction intervalle_confiance_ecart_type calcule intervalle de confiance
pour I’écart-type d’un échantillon x. Elle prend également deux arguments : x (le vec-
teur de données) et niveau_confiance (le niveau de confiance souhaité, par défaut
0,95).

Dans I'exemple fourni, des données sont simulées a partir d’une loi normale avec une
moyenne de 10 et un écart-type de 2.

Les intervalles de confiance pour la moyenne et 1’écart-type sont calculés a ’aide des

fonctions intervalle_confiance_moyenne et intervalle_confiance_ecart_type,

respectivement.

Les résultats (les intervalles de confiance pour la moyenne et ’écart-type) sont affichés

& 'aide de la fonction cat.

IC de la moyenne IC de lécart-type
limite_inf limite_sup | limite_inf limite_sup
9.1762 10.3881 1.82614 2.724196

TAB. 2.1 — Intervalles de confiance pour la moyenne et ’écart-type.
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Conclusion

L’estimation par intervalles de confiance est un outil puissant et essentiel en analyse
statistique, permettant aux chercheurs d’évaluer la précision et la fiabilité des esti-
mations statistiques. En fournissant des limites supérieure et inférieure pour la valeur
réelle de la quantité estimée, les intervalles de confiance offrent une information plus

compléte que de simples estimations ponctuelles.

Dans cette mémoire, nous avons exploré différentes méthodes de construction des
intervalles de confiance et discuté de leurs applications aux parameétres courants tels
que la moyenne, la variance et la proportion. A travers une étude de simulation
utilisant des logiciels d’analyse statistique avancés comme R, nous avons vérifié la
validité des résultats théoriques et les avons illustrés clairement a 1’aide de graphiques

et d’analyses numériques.

Les intervalles de confiance constituent une partie intégrante des études statistiques
modernes, contribuant a améliorer la précision des estimations et & fournir un contexte
plus large pour comprendre les résultats. Cette mémoire peut étre étendue pour in-
clure des applications supplémentaires, telles que ’estimation de la densité de pro-
babilité et des fonctions de répartition non paramétriques, ce qui renforcerait les

capacités d’analyse statistique et approfondirait notre compréhension des données.
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Annexe A : Logiciel R

2.5 Qu’est-ce-que le langage R ?

e Le langage R est un langage de programmation et un environnement mathématique
utilisés pour le traitement de données. Il permet de faire des analyses statistiques
aussi bien simples que complexes comme des modéles linéaires ou non-linéaires, des
tests d’hypothése, de la modélisation de séries chronologiques, de la classification,
etc. Il dispose également de nombreuses fonctions graphiques trés utiles et de qualité

professionnelle.

e R a été créé par Ross Thaka et Robert Gentleman en 1993 a I’Université d’ Auckland,

Nouvelle Zélande, et est maintenant développé par la R Developement Core Team.

L’origine du nom du langage provient, d’une part, des initiales des prénoms des deux
auteurs (Ross Thaka et Robert Gentleman) et, d’autre part, d'un jeu de mots sur le

nom du langage S auquel il est apparenté.

31



Annexe B : Abréviations et

Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont

expliquées ci-dessous :

E(.) . Espérence mathématique.

cov(.,.) : Covariance.

V() . Variance.

v.a :Variable aléatoire.

1.1.d . Indépendantes et identiquement distribuées.
11, Indicatrice de a.

£ : Convergence en loi.

LA Convergence en probabilité.

23 : Convergence presque sur.

N (p,0%) : Loi normal de moyenne y et de variance o?.
X2 . Lio de Khi deux.
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Résumé

Ce mémoire aborde certains concepts fondamentaux dans les lois usuelles et les modes de
convergence. Nous avons également discuté des méthodes d'estimation de la moyenne et de la
variance en utilisant les intervalles de confiance. Enfin, nous avons conclu ce travail par une
simulation en langage avec R.
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Abstract

This thesis addresses some fundamental concepts in common distributions and modes of
convergence. We also discussed methods for estimating the mean and variance using confidence
intervals. Finally, we concluded this work with a simulation in the R programming language.
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