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Introduction

Dans ce mémoire, nous intéressons à l�étude de calcul des intégrales stochastiques,

l�un des processus stochastiques auxquels le calcul stochastique est appliqué est le

processus de Wiener en l�honneur du scienti�que Norbert Wiener où il est utilisé

pour modéliser le mouvement Brownien.

Lorsqu�il s�agit de fonctions aléatoires par exemple les fonctions de mouvement Brow-

nien, nous notons que l�intégrale de Riemann ne peut pas être utilisée pour ces fonc-

tions, c�est pourquoi le scienti�que Japonais Kiyoshi Itô a résolu ce problème en

introduisant la théorie de l�intégrale stochastique.

En général, l�intégrale stochastique a été utilisée dans divers domaines par exemple

les mathématiques �nancières, la physique statistique et l�ingénierie des systèmes

complexes.

L�objectif de cette étude est de présenter le concept d�intégrale stochastique. Pour

atteindre cet objectif, l�étude est divisée en deux chapitres :

- Le premier chapitre explique les concepts généraux d�espace de probabilité, va-

riables aléatoires, espérance conditionnelle, processus stochastiques et le mouvement

Brownien et ses principales caractéristiques.

- Le deuxième chapitre présente l�intégrale stochastique de manière générale, y com-

pris l�intégrale de Wiener et l�intégrale d�Itô.
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Chapitre 1

Processus stochastiques

Ce chapitre contient quelques dé�nitions de base : espace de probabilité, variables

aléatoires, espérance conditionnelle, processus stochastiques et le mouvement Brow-

nien.

1.1 Probabilité

1.1.1 Espace de probabilité

Un espace de probabilité est un triplet (
;F ;P) sachant que 
 est un ensemble non

vide, F est une tribu (�-algebra en Anglais ) et P est une probabilité sur espace

mesurable.

Dé�nition 1.1.1 On dit que F est une � -algèbre si :

- 
 2 F ;

- (A 2 F) =) (Ac 2 F) ;

-
�
(An)n2N � F

�
=)

�
[
n2N
An 2 F

�
;

La paire (
;F) est appelé un espace mesurable indexé.

Dé�nition 1.1.2 (Mesure de probabilité) Soit F une tribu sur 
, une mesure de

2



Chapitre 1. Processus stochastiques

probabilité sur (
;F) est une application

P : F ! [0; 1], telle que

i) P (;) = 0 et P (
) = 1:

ii) (An)
1
n=1 � F disjoints (ie; An \ Am = ;;8n 6= m) =) P ([1n=1An) =

P1
n=1 P (An) :

1.1.2 Variables aléatoires

Dé�nition 1.1.3 Soit (
;F ;P) un espace de probabilité, une variable aléatoire est

une application X : 
 �! R telle que :

fw 2 
 : X (w) 2 Bg = fX 2 Bg 2 F ;8B 2 B (R) :

Proposition 1.1.1 X une variable aléatoire ssi :

fw 2 
 : X (w) � tg 2 F ;8t 2 R:

Dé�nition 1.1.4 (Mesurabilité) Soit (
;F) et (E; ") deux espaces mesurables une

application f de 
 dans E est dit (E; ") mesurable si :

f�1 (A) 2 F ; 8A 2 " ; où f�1 (A)
def
= fw 2 
 , f (w) 2 Ag :

Lorsqu�il n�y a pas d�ambigüité sur les tribus employées, on dit simplement que f est

mesurable. Une fonction f de R dans R est Borélienne si elle est (BR;BR)-mesurable,

soit f�1 (A) 2 BR , 8A 2 BR. Il su¢ t que cette propriété soit véri�ée pour les

intervalles A. Les fonctions continues sont Boréliennes.

Dé�nition 1.1.5 (tribu engendrée) La tribu engendrée par une variable aléatoire X

3



Chapitre 1. Processus stochastiques

dé�nie sur l�espace probabilisé (
;F) est l�ensemble � (X) dé�ni comme suit :

� (X) =
�
X�1 (A) ; A 2 G

	
;

tel que : X�1 (A) = fw 2 
 : X (w) 2 Ag : Cette tribu est la plus petite tribu sur 


qui rend X mesurable.

1.1.3 Espérance conditionnelle

Soit (
;F ;P) un espace de probabilité, avec A et B deux événements de F ; et

supposons que la probabilité de B est non nulle.

Dé�nition 1.1.6 (Conditionnement par rapport à un événement B 2 F) La proba-

bilité conditionnelle de A sachant B est :

Soit A 2 F , P (AnB) = PB (A) = P(A\B)
P(B) ; si P (B) 6= 0:

Dé�nition 1.1.7 (Espérance conditionnelle d�une v.a par rapport à un évènement)

L�espérance conditionnelle de la variable aléatoire X sachant B, est dé�nie comme

suit :

E [XnB] = 1

P (B)

Z
B

XdP:

Dé�nition 1.1.8 (Espérance conditionnelle d�une v.a par rapport à une tribu ) Si

G sous-tribu de F alors l�espérance conditionnelle de la variable aléatoire X sachant

G est la seule variable aléatoire G-mesurable telle que :

Z
A

E [XnG] =
Z
A

XdP ; 8A 2 G:

Propriétés de l�espérance conditionnelle

Soient X et Y deux variables aléatoires et si G et H sont deux tribus de F telles que

H � G; on a :
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Chapitre 1. Processus stochastiques

a) Linéarité : soit � et � deux constantes alors

E [�X + �Y nG] = �E [XnG] + �E [Y nG] :

b) Croissance : si X � Y; alors

E [XnG] � E [Y nG] :

c) Positivité : si X � 0; alors

E [XnG] � 0:

d) E [E [XnG]] = E [X] :

e) Si Y est G-mesurable alors

E [XY nG] = Y E [XnG] :

f) Si X est G-mesurable alors

E [XnG] = X:

g) Si X est indépendant de G alors

E [XnG] = E [X] :

h) E [E [XnG] nH] = E [E [XnH] nG] = E [XnH] :

5



Chapitre 1. Processus stochastiques

i) Si (X; Y ) sont indépendantes, � une fonction Borélienne bornée,

E [� (X; Y ) nY ] = [E (� (X; y))]y=Y :

Proposition 1.1.2 (Inégalité de Jensen) Soient X une variable aléatoire, G une

sous -tribus de F ; et ' : R ! R une fonction convexe telle que E [j' (X)j] < 1:

Alors

' (E [XnG]) � E [' (X) nG] ; p.s.

En particulier, pour tout p � 1, à condition que E [jXjp] existe, nous avons

jE [XnG]jp � E [jXjp nG] ; p.s.

1.2 Processus stochastique

L�objet de la théorie des processus stochastiques est l�étude des phénomènes aléa-

toires dépendant du temps.

Dé�nition 1.2.1 (Filtration) Une �ltration est une famille croissante de sous tribus

de F , c�est-à-dire telle que Ft � Fs pour tout t � s:

Dé�nition 1.2.2 (Filtration naturelle) La �ltration naturelle ou canonique de pro-

cessus Xt est dé�nie comme suit :

Fx
t = � (Xs; 0 � s � t) ; pour tout t 2 T;

c�est la plus petite �-algèbre par rapport à laquelle Xs est mesurable 80 � s � t:

Remarque 1.2.1 Soit (
;F ;P) est un espace de probabilité et (Ft)t�0 est une �ltra-

tion sur cet espace. Alors l�espace probabilisé �ltré est donné par
�

;F ; (Ft)t2T ;P

�
.

6



Chapitre 1. Processus stochastiques

On dé�nit l�ensemble des négligeables N d�espace de probabilité (
;F ;P) par :

N = fN � 
 ; 9A 2 F�N � A ; P (A) = 0g :

Dé�nition 1.2.3 (Filtration standard) Une �ltration fFtgt�0-satisfait les conditions

usuelles si elle est continue à droite et si F0 -contient l�ensemble des négligeables N :

Dé�nition 1.2.4 La �ltration engendrée par un processus Xt, notée FX est une

suite croissante de tribus
�
FX
t

�
t�0-engendrée par (Xt)t�0. En d�autres termes, FX

t

est dé�ni comme � -algèbre générée par

FX
t = � (Xs; s � t) ;8t � 0:

Dé�nition 1.2.5 Un processus stochastique X = (Xt)t2T est une famille de va-

riables aléatoires (Xt) indexée par un ensemble T .

En général T = R ou R+ et on considère que le processus est indexé par le temps T .

Un processus dépend de deux paramètres : Xt (w) dépend de t (en général le temps) et

de l�aléatoire w 2 
: Pour t 2 T �xé, w 2 
! Xt (w) est une variable aléatoire sur

l�espace de probabilité (
;F ;P) : Pour w 2 
 �xé, t 2 T ! Xt (w) est une fonction

à valeur réelle appelée trajectoire du processus.

Dé�nition 1.2.6 Un processus Xt est appelé un processus á trajectoires continues

si les applications t! Xt (w) sont continues pour presque tout w:

Dé�nition 1.2.7 Un processus est dit càdlàg si ses trajectoires sont continues à

droite, pourvues de limites gauche.

Dé�nition 1.2.8 Un processus est dit càglàd si ses trajectoires sont continues à

gauche, pourvues de limites à droite.

7



Chapitre 1. Processus stochastiques

Dé�nition 1.2.9 Un processus stochastique (Xt)t2R+ est dit adapté par rapport à la

�ltration fFtgt�0 si Xt est Ft -mesurable pour tout t.

Dé�nition 1.2.10 On dit que le processus (Xt)t2R+ mesurable si l�application sui-

vante :

(R+ � 
;B (R+)
F) �!
�
Rd;B

�
Rd
��

(t; w) �! Xt (w) ;

est mesurable.

Dé�nition 1.2.11 (Processus progressivement mesurable) On dit qu�n processus (Xt)t2R+

est progressivement mesurable si l�application :

X (:; :) : ([0; t]� 
;B (0; t)
F) �! (E; ")

(s; w) �! X (s; w) ;

est ("; B (0; t)
F) -mesurable.

Dé�nition 1.2.12 Un processus fXt; t � 0g est dit prévisible par rapport à une �l-

tration (Ft)t�0 ou (Ft-prévisible) si pour tout t � 0; Xt+1 est Ft-mesurable.

Dé�nition 1.2.13 Un processus X = (Xt; t � 0) est dit à variation bornée sur [0; T ]

si

sup
ti

n�1X
i=1

��Xti+1 �Xti

�� < k:
Dé�nition 1.2.14 Un processus X = (Xt; t � 0) est dit à variation �nie sur [0; T ]

si

sup
ti

n�1X
i=1

��Xti+1 �Xti

�� <1:
8



Chapitre 1. Processus stochastiques

Dé�nition 1.2.15 On dé�nit la variation in�nitésimale d�ordre p d�un processus X

sur [0; T ] associée à une subdivision �n = (tn1 ; :::; t
n
n) de [0; T ] par :

V pT (�n) =

nX
i=1

���Xtni
�Xtni�1

���p :
Si V pT (�n) a une limite dans un certain sens (convergence Lp; convergence p.s.)

lorsque

�n = k�nk1 = maxi�n

��tni+1 � tni ��! 0;

la limite ne dépend pas de la subdivision choisie et nous l�appellerons variation d�ordre

p de X sur [0; T ] : En particulier :

- Si p = 1; la limite s�appellera variation totale de X sur [0; T ] :

- Si p = 2; la limite s�appellera variation quadratique de X sur [0; T ] notée hXiT :

Dé�nition 1.2.16 Un processus est dit à accroissements stationnaires si la loi des

accroissements Xt+h �Xt ne dépend pas de t > 0; ie Xt+h �Xt
L
= Xh.

Un processus X est dit à accroissements indépendants si pour tout p � 1 et 0 < t1 <

t2 < ::: < tP , les variables aléatoires Xt1 ; Xt2�Xt1 ; :::; Xtp�Xtp�1 sont indépendantes.

1.3 Martingales

Dé�nition 1.3.1 Une famille de variables aléatoires (Xt; t 2 R+) est une martingale

par rapport à la �ltration Ft si Xt est Ft-mesurable et intégrable pour tout t,

1- Une martingale si : 8s � t, E(XtnFs) = Xs:

2- Une sur-martingale si : 8s � t, E(XtnFs) � Xs:

3- Une sous-martingale si : 8s � t, E(XtnFs) � Xs:

9



Chapitre 1. Processus stochastiques

1.3.1 Martingale locale

Dé�nition 1.3.2 (Temps d�arrêt) Un temps d�arrêt par rapport à une �ltration

fFtgt�0 est une variable aléatoire � dé�nie sur R+ [ f+1g telle que, pour tout

instant t � 0 :

f� � tg 2 Ft;8t 2 R+:

Dé�nition 1.3.3 Soit fFt; t � 0g une �ltration et fXt; t � 0g un processus (Ft)-

adapté. On dit que X est une (Ft)-martingale locale s�il existe une suite croissante

f�n; n � 0g de (Ft)-temps d�arrêt telle que

P (�n �! +1) = 1;

et le processus Xn : t �! Xt^�n est une martingale pour tout n � 0:

1.4 Mouvement Brownien

Le mouvement Brownien est un concept fondamental en probabilité et en statistique,

utilisé pour modéliser le mouvement aléatoire de particules dans divers domaines

tels que la �nance, et la biologie. Il est généralement noté (Wt; t � 0) en référence

à Wiener, ou (Bt; t � 0) en référence à Brown. Nous allons maintenant présenter la

description générale du mouvement Brownien.

1.4.1 Processus Gaussiens

Variable Gaussien

Dé�nition 1.4.1 Une variable aléatoire X suit la loi normale standard N (0; 1) si

admet pour densité :

t �! 1p
2�
exp

�
�t

2

2

�
:

10



Chapitre 1. Processus stochastiques

De façon générale, une variable aléatoire X suit la loi normale N (�; �2) si admet

pour densité :

t �! 1p
2��2

exp

 
�(t� �)

2

2�2

!
:

Proposition 1.4.1 Soit X une variable aléatoire de loi N (�; �2), alors l�espérance

égal E [X] = �; et variance : V ar (X) = �2:

Processus Gaussien

Dé�nition 1.4.2 Un processus X est Gaussien si toute combinaison linéaire �nie

de (Xt; t � 0) est une variable aléatoire Gaussienne, c�est-á-dire si :

8n; 8ti; 1 � i � n; 8�i;
nX
i=1

�iXti est une variable aléatoire réel Gaussienne.

1.4.2 Mouvement Brownien standard

Dé�nition 1.4.3 On appelle mouvement Brownien standard un processus stochas-

tique (Bt)t�0 qui véri�e :

1. B0 = 0 p.s.

2. Pour tout 0 � s � t; la variable aléatoire Bt � Bs est normalement distribuée

(variable Gaussienne) avec une moyenne de 0 et un variance t� s:

3. Bt est à trajectoires continues.

4. Bt est à accroissements indépendants et stationnaires.

1.4.3 Propriétés du mouvement Brownien

Supposons que nous ayons un mouvement Brownien �xe B, quelques caractéristiques

importantes de ce processus stochastique :

11



Chapitre 1. Processus stochastiques

Proposition 1.4.2 Soit B un mouvement Brownien et Fs = � fBr; 0 � r � sg ;

alors : 8t > s; Bt � Bs est indépendante de Fs:

Preuve. Puisque B à des incréments indépendants, alors Bt � Bs est indépendant

de Bs � B0 = Bs: Aussi Bt � Bs est indépendante de Bs � Br pour tout 0 � r � s:

Alors Bt � Bs est indépendante de � (Bs) et � (Bs � Br) et donc bien sûr � (Bs) _

� (Bs � Br) pour tout r � s:

Où pour deux �-algèbres F1 et F2 nous utilisons la notation F1 _ F2 = �(F1 [ F2):

D�autre part, notez que Br = � (Bs � Br) + Bs: Ainsi Br est � (Bs) _ � (Bs � Br)

-mesurable pour tous 0 � r � s: Par conséquent d�en haut, nous déduisons que

Bt � Bs est indépendant de � (Br) pour tous 0 � r � s; ce qui signi�e que Bt � Bs

est indépendant de Fs = � fBr; 0 � r � sg ;80 � s � t:

Proposition 1.4.3 On dit que (Bt)t�0est un mouvement Brownien si seulement si

(Bt)t�0est Gaussienne, continu, centré et de fonction de covariance

cov(Bt;Bs) = min(s; t);8s; t � 0:

Preuve.

cov(Bt;Bs) = E [BsBs]� E [Bs]E [Bt] :

Maintenant, dans le contexte du processus Bt, qui est un processus centré (ie : E [Bt] = 0) :

Donc,

cov(Bt;Bs) = E [BtBs] :

12



Chapitre 1. Processus stochastiques

Si s � t;

E [BtBs] = E
�
BtBs + B2s � B2s

�
= E

�
(Bt � Bs)Bs + B2s

�
= E [Bt � Bs]E [Bs] + E

�
B2s
�

= 0 + s = min (s; t) :

Car (Bt � Bs) et Bs sont indépendant, de même pour s � t:

Proposition 1.4.4 8t0 � 0; le processus stochastiques

~B(t) = B(t+t0) � B(t0) ; t � 0;

est aussi un mouvement Brownien.

Preuve. Pour prouver que, pour tout t0 � 0, le processus stochastique

~B(t) = B(t+t0) � B(t0); t � 0;

est également un mouvement Brownien, nous devons véri�er les propriétés caracté-

ristiques d�un mouvement Brownien :

1- Déplacement nul à l�origine
�
B(0) = 0

�
: la propriété est claire, car

~B(0) = B(t0) � B(t0) = 0:

2- Incréments indépendants et normalement distribués : nous devons montrer que

pour tout s < t, la di¤érence ~B(t)� ~B(s) est normalement distribuée avec une moyenne

13



Chapitre 1. Processus stochastiques

de 0 et une variance de (t+ t0)� (s+ t0) = t� s:

3- Trajectoire continue : comme la di¤érence de deux mouvements Browniens est un

mouvement Brownien, le processus ~B(t) est également une trajectoire continue.

4- Incrément indépendants : pour ~B(t) on peut supposer que t0 > 0; alors pour tout

0 � t1 < t2 < ::: < tn:

Nous avons 0 < t0 � t1 + t0 < ::: < tn + t0; alors par condition 4 de B(t);

B(tk+t0)�B(tk�1+t0); k = 1; 2; :::; n, sont des variables aléatoires indépendantes. Donc

les variables aléatoires ~B(t1); ~B(tk) � ~B(tk�1); k = 2; 3:::; n, sont indépendantes.

En conclusion, nous avons démontré que le processus stochastique ~B(t) est un mou-

vement Brownien pour tout t0 � 0:

Proposition 1.4.5 On considère (Bt)t�0 comme un mouvement Brownien par rap-

port à (Ft)t�0. Selon le principe d�invariance d�échelle, pour � > 0, le processus

1
�
B�2t , t � 0, est un mouvement Brownien standard.

Preuve. Clairement, B0 = 0; car
�
1
�
B�2(0) = 1

�
B(0) = 0

�
:

Si 0 � t1 � t2 � ::: � tn; alors 0 � �2t1 � �2t2 � ::: � �2tn: Par la dé�nition du

mouvement Brownien,

B(�2tn) � B(�2tn�1); B(�2tn�1) � B(�2tn�2); :::; B(�2t2) � B(�2t1); B(�2t1)

sont des variables aléatoires indépendantes. Il s�ensuit que

1

�
B(�2tn) �

1

�
B(�2tn�1);

1

�
B(�2tn�1) �

1

�
B(�2tn�2); :::;

1

�
B(�2t2) �

1

�
B(�2t1) ;

1

�
B(�2t1);

sont aussi des variables aléatoires indépendantes. Ainsi
n
1
�
B�2t; t � 0;

o
a des incré-

ments indépendants.

14



Chapitre 1. Processus stochastiques

On sait que B(�2t) � B(�2s) est N (0; �2 (t� s)) : Il s�ensuit que, pour chaque a < b,

P
��
a � 1

�
(B�2t � B�2s) � b

��
= P (f�a � B�2t � B�2s � �bg)

=
1

�
p
2� (t� s)

Z �b

�a

exp

�
�x2

2�2 (t� s)

�
dx

=
1p

2� (t� s)

Z b

a

exp

�
�u2

2 (t� s)du
�
;

où nous avons utilisé la substitution u = x
�
:Donc 1

�
B(�2t)� 1

�
B(�2s) estN (0; �2 (t� s)) :

La fonction t 7�! Bt étant presque sûrement continue, la fonction

t 7�! 1

�
B(�2t)

est la composition de fonctions (presque sûrement) continues et est donc presque

sûrement continue.

Remarque 1.4.1 La propriété d�invariance d�échelle (avec � = �1) implique que le

mouvement Brownien standard est symétrique par rapport à 0. En d�autres termes,

si (Bt)t�0 est un mouvement Brownien standard et t � 0, alors Bt a la même distri-

bution que �Bt:

Proposition 1.4.6 Si f : R! R est mesurable, alors

E [f (Bt)] =
1p
2�t

Z
R
f (u) exp

�
�u2
2t

�
du:

Exemple 1.4.1 Dans cet exemple, calculons E [jBtj] en appliquant la Proposition

15



Chapitre 1. Processus stochastiques

1.4.6 avec f (u) = juj : Nous obtenons

E [jBtj] =
1p
2�t

Z
R
juj exp

�
�u2
2t

�
du

=
2p
2�t

�Z 1

0

u exp

�
�u2
2t

�
du

�
=

r
2t

�

Z 1

0

exp (�v) dv

=

r
2t

�
;

en utilisant le changement de variable v = u2

2t
:

Proposition 1.4.7 Si (Bt)t�0 est une Ft -mouvement Brownien standard, alors :

1- (Bt)t�0 est une Ft -martingale.

2- Xt = B2t � t, 8t � 0 est une Ft -martingale.

Preuve. 1- Soit Ft = � (Bs; 0 � s � t) : Il est évident que Bt est � (Bt) -mesurable

t � 0; et donc Bt est Ft -mesurable 8t � 0: Deuxièmement, de l�inégalité de Hölder,

nous obtenons

E
�
jBtj2

�
�
q
E [B2t ] =

p
t <1;8t � 0;

montrant que Bt est intégrable.

Soit s � t et écrire Bt = Bs + (Bt � Bs) : Alors

E [BtnFs] = E [Bs + (Bt � Bs) nFs]

= E [BsnFs] + E [(Bt � Bs) nFs]

= Bs + E [Bt � Bs]

= Bs + 0;

8s � t et ça montre que B est une martingale.

2- Depuis Xt = B2t � t est une fonction de Bt; il est donc mesurable en Ft; 8t � 0 ce

16



Chapitre 1. Processus stochastiques

qui implique que Xt est fFtgt�0 -adapté.

Depuis jXtj = jB2t � tj � B2t + t on peut donc écrire

E [jXtj] = E
���B2t � t��� � E ���B2t + t���

= 2t <1;8t � 0:

(Bt�Bs) est indépendant de Fs; pour s � t; nous avons

E
��
B2t � t

�
nFs

�
= E

�
(Bt � Bs + Bs)2 nFs

�
� t

= E
�
(Bt � Bs)2 nFs

�
+ 2E [Bs (Bt � B)s nFs] + E

�
B2snFs

�
� t

= t� s+ 0 + B2s � t

= B2s � s:

La proposition est prouvée.

1.4.4 Variation quadratique du mouvement Brownien stan-

dard

Proposition 1.4.8 Soit (Bt; t � 0) un mouvement Brownien standard, la variation

quadratique sur l�intervalle [0; T ] existe dans L2 (
) et vaut T; ce qui signi�e que

la variation in�nitésimale converge dans la norme L2. De plus, si la subdivision �n

satisfait
Pn

n=1 �n <1; alors on a la convergence au sens presque sûr. On a donc :

hBiT = T:

17



Chapitre 1. Processus stochastiques

Preuve. La variation in�nitésimale d�ordre 2 du mouvement Brownien est donnée

par :

V 2T (�n) =
nX
i=1

���Btni � Btni�1���2 :
On rappelle que si X � N (0; �2) alors

E
�
X2
�
= �2 et V ar

�
X2
�
= 2�4:

On a donc :

E
�
V 2T (�n)

�
=

nX
i=1

E
��
Btni � Btni�1

�2�
=

nX
i=1

�
tni � tni�1

�
= T:

Et en notant �n = max
i�n

��tni+1 � tni �� ; on obtient :
V ar

�
V 2T (�n)

�
=

nX
i=1

V ar

��
Btni � Btni�1

�2�
= 2

nX
i=1

�
tni � tni�1

�2 � 2T�n �!
�n!0

0:

Donc 

V 2T (�n)� T

2 = V ar �V 2T (�n)�! 0 quand �n ! 0:

Pour obtenir la convergence presque sûre, il faut utiliser l�inégalité de Markov qui

donne pour tout � :

P
���V 2T (�n)� T �� > �� � V ar [V 2T (�n)]

�
� 2T�n

�
:

Donc si
1X
n=1

�n <1; on a pour tout �;

1X
n=1

P
���V 2T (�n)� T �� > �� <1;

18



Chapitre 1. Processus stochastiques

ce qui (par Borel-Cantelli) entraîne la convergence presque sûre de V 2T (�n) vers T:

Proposition 1.4.9 Pour toute subdivision �n satisfaisant
1X
n=1

�n <1; la variation

in�nitésimale d�ordre 1 sur [0; T ] du mouvement Brownien associée à cette subdivi-

sion converge presque sûrement vers +1. Donc, la variation totale du mouvement

Brownien vaut +1 p.s.

V 1T = sup
�n

V 1T (�n) =1 p.s.

Preuve. Soit �nune suite de subdivision de [0; T ] satisfaisant
1X
n=1

�n < 1. Alors,

sur presque tout chemin !, on a la relation :

V 2T (�n) (!) � sup
ju�vj��n

jBu (!)� Bv (!)jV 1T (�n) (!) :

Le terme de gauche tend vers T car on a la convergence p.s de la variation qua-

dratique. Le premier terme à droite tend vers 0 car le mouvement Brownien a ses

trajectoires uniformément continues sur [0; T ] en tant que fonctions continues sur

un compact. Donc le deuxième terme de droite tend nécessairement vers l�in�ni. En

conclusion, la variation quadratique du mouvement Brownien est non nulle, elle vaut

T dans L2, mais que sa variation totale est in�nie presque surement.
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Chapitre 2

Intégrale stochastique

Soit un espace de probabilité (
;F ;P) et B un mouvement Brownien sur cet espace.

On désigne par Ft = � (Bs; s � t) la �ltration naturelle du mouvement Brownien.

L�intégrale stochastique en générale nous cherchons à déterminer

tZ
0

XsdBs pour des

processus stochastiques (Xs; s � 0) :

2.1 Intégrale de Wiener

L�intégrale de Wiener est une intégrale d�une fonction déterministe f (s) par rapport

à un mouvement Brownien B, telle que f 2 L2 ([0; T ] ;R).

Cette intégrale peut être dé�nie comme une intégrale de Riemann-Stieltjes car les

trajectoires Browniennes sont à p -variation bornée sur tout intervalle �ni, à condition

que p > 2. Considérons une fonction déterministe f (s) sur l�intervalle [0; T ].

2.1.1 Construction de l�intégrale Wiener

Soit f (s) est une fonction déterministe alors l�intégrale

TZ
0

f (s) dBs est appelé sim-

plement une intégrale de Wiener. Nous �xons l�horizon déterministe (T > 0).
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Chapitre 2.Intégrale stochastique

On considéré L2 ([0; T ] ;R) =

8<:f : [0; T ] �! R ,
TZ
0

jf (s)j2 ds < +1

9=; :
Soit B = ffn; n 2 Ng une base de fonction de L2 ([0; T ] ;R) peut être constituée de

fonction en escalier, où pn 2 N les Xi 2 R et
�
t
(n)
i

�
une suite croissante de [0; T ].

fn (t) =

pnX
i=0

Xi1]tni ;tni+1[
(t) :

a. Intégrale de Wiener d�une fonction en escalier

Dé�nition 2.1.1 Si f (t) est la fonction dé�nie par la décomposition précédente que

l�on note

f (t) =

pnX
i=0

Xi1]ti;ti+1[ (t) :

Alors on dé�nit l�intégrale de Wiener sous la forme :

IT (f) =

pnX
i=0

Xi

�
Bti+1 � Bti

�
:

Théorème 2.1.1 Soit f une fonction en escalier, alors la variable IT (f) est une

variable aléatoire gaussienne de moyenne E [IT (f)] = 0; et de variance

var [IT (f)] = var

"
pnX
i=0

Xi

�
Bti+1 � Bti

�#

=

pnX
i=0

X2
i var

�
Bti+1 � Bti

�
=

pnX
i=0

X2
i (ti+1 � ti) =

TZ
0

f 2 (t) dt:
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b. Le cas général

Lemme 2.1.1 (Lemme Gaussien) Soit fXn; n � 0g une suite de variables aléatoires

Gaussiennes N (�n; �n) convergeant vers une variable aléatoire X dans L2, telle que

E
�
jX �Xnj2

�
! 0; quand n! +1:

Alors, �n ! � et �n ! � quand n! +1 et X � N (�; �).

Lemme 2.1.2 Soit f 2 L2 ([0; T ] ;R) ; alors il existe une suite de fonction en escalier

ffng qui converge vers f dans L2 ([0; T ] ;R) c�-à-d qui véri�e,

lim
n!1

Z T

0

jfn (t)� f (t)j2 dt! 0:

Dé�nition 2.1.2 Les intégrales de Wiener IT (fn) qui sont des Gaussiennes centrées

qui par isométrie forment une suite de Cauchy dans l�espace de Hilbert L2 (
).

L�espace L2 ([0; T ] ;R) étant complet, cette suite converge vers une variable aléatoire

Gaussienne notée IT (f) :

Alors on dé�nit l�intégrale de Wiener de f comme étant cette limite :

IT (fn) =

TZ
0

fn (t) dBt
L2�!

n!1

TZ
0

f (t) dBt = IT (f) :

Proposition 2.1.1 Soit f 2 L2 ([0; T ] ;R) ; l�intégrale de Wiener IT (f) est une

variable aléatoire Gaussienne de moyenne nulle, et de variance

TZ
0

f 2 (t) dt:

Remarque 2.1.1 I (f) est bien dé�nie, car I (f) est indépendante du choix de la

suite (fn)n�1 :

En e¤et : soit (gm)m�1 une autre suite de fonctions en escalier, convergente vers f .
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Et montrons que

lim
n!1

I (fn) = lim
m!1

I (gm) = I (f) :

2.1.2 Propriétés de l�intégrale de Wiener

Soient f et g 2 L2 ([0; T ] ;R), I (f) et I (g) les intégrales de Wiener des fonctions f

et g respectivement.

Alors on a les propriétés suivantes :

� Linéarité : 8�; � 2 R;

IT (�f + �g) = �IT (f) + �IT (g) :

� Isométrie : 8t 2 [0; T ] on a,

E [IT (f)Bt] = E

240@ TZ
0

f (s) dBs

1A0@ TZ
0

1[0;t] (s) dBs

1A35
=

TZ
0

f (s) 1[0;t] (s) ds =

tZ
0

f (s) ds:

� Propriété du produit,

E [IT (f) IT (g)] =
1

2
[var (IT (f) + IT (g))� var (IT (f)� IT (g))]

=
1

2

24 TZ
0

(f + g)2 (s) ds�
TZ
0

f 2 (s) ds�
TZ
0

g2 (s) ds

35
=

TZ
0

f (s) g (s) ds:
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2.1.3 Exemple de l�intégrale de Wiener

Exemple 2.1.1 Dans le cas où f (t) = c, constant les sommes partielles peuvent

être calculées explicitement

IT (f) =

pnX
i=0

Xi

�
Bti+1 � Bti

�
=

pnX
i=0

c
�
Bti+1 � Bti

�
= c (BT � B0) ;

et comme la réponse ne dépend pas de pn, nous avons

Z T

0

cdBt = c (BT � B0) :

En particulier, en prenant c = 1; puisque le mouvement Brownien commence à 0,

nous avons la formule suivante :

Z T

0

dBt = BT :

Intégration par parties

Théorème 2.1.2 Si f est une fonction de classe C1;

Z t

0

f (s) dBs = f (t)Bt �
Z t

0

f 0 (s)Bsds:

On peut aussi écrire cette formule

d (Btf (t)) = f (t) dBt + Btf 0 (t) dt:

Exemple 2.1.2 Soit Xt =
R t
0
sdBs:
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On a f (t) = t; et f de classe C1 donc f 0 (t) = 1; alors d�après intégration par parties

on a

Z t

0

sdBs = f (t)Bt �
Z t

0

f 0 (s)Bsds

= tBt �
Z t

0

Bsds:

2.2 Intégrale d�Itô

Pour généraliser l�intégrale de Wiener et dé�nir
R t
0
fsdBs pour des processus stochas-

tiques fs, on dé�nit l�intégrale d�Itô.

L�intégrale d�Itô est dé�nie d�une manière similaire à l�intégrale de Riemann. L�in-

tégrale d�Itô est prise par rapport à des incréments in�nitésimaux d�un mouvement

Brownien dBt, qui sont des variables aléatoires, tandis que l�intégrale de Riemann

considère l�intégration par rapport aux changements in�nitésimaux prévisibles dt. Il

convient de noter que l�intégrale d�Itô est une variable aléatoire, tandis que l�intégrale

de Riemann n�est qu�un nombre réel.

2.2.1 Construction de l�intégrale d�Itô

On dé�nit l�intégrale stochastique sous la forme :

tZ
0

fsdBs;

avec fs est une processus stochastique.

On dé�nit l�ensembleH (T ) =

8><>: (ft)t�0 processus FB
t -adapté, càglàd et véri�ant :

kfk = E
hR t
0
jfsj2 ds

i
<1; pour tout t > 0:

9>=>; :
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a. Intégrale d�Itô d�un processus stochastique en escalier

Dé�nition 2.2.1 On appelé (ft)t�0 processus étagé ou processus simple prévisible

(par rapport à une �ltration Ft) les processus du type :

ft =

pnX
i=0

Xi1]ti;ti+1 [
(t) ;

pn 2 N; 0 = t0 � t1 � : : : � tpn = T et Xi est une variable aléatoire FB
t -mesurable

et bornée 8i 2 f0; : : : png : Il est clair que f 2 H (T ), alors on dé�nit

It (f) =

tZ
0

fsdBs =
pnX
i=0

Xi

�
Bti+1 � Bti

�
:

Théorème 2.2.1 Soit f un processus étagé de l�ensemble H (T ). Alors la moyenne

nulle E [IT (f)] = 0; et

E
�
IT (f)

2� = E
24 TZ
0

(fs)
2 ds

35 = var [IT (f)] ;
est appelée isométrie d�Itô.

Preuve.

- Moyenne nulle.

IT (f) =

pnX
i=0

Xi

�
Bti+1 � Bti

�
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E [IT (f)] = E

"
pnX
i=0

Xi

�
Bti+1 � Bti

�#

=

pnX
i=0

E
�
Xi

�
Bti+1 � Bti

��
, car E est linéaire

=

pnX
i=0

E
�
XiE

��
Bti+1 � Bti

�
nFB

ti

��
=

pnX
i=0

E
�
XiE

�
Bti+1 � Bti

��
= 0:

Où on a utilisé le fait que Xi est FB
ti
mesurable et

�
Bti+1 � Bti

�
indépendant de Fti :

- Pour isométrie, on calcule,

IT (f)
2 =

pnX
i=0

X2
i

�
Bti+1 � Bti

�2
+ 2

X
0�i�j�pn

Xi

�
Bti+1 � Bti

�
Xj

�
Btj+1 � Btj

�
E
�
IT (f)

2� = E" pnX
i=0

X2
i

�
Bti+1 � Bti

�2
+ 2

X
0�i�j�pn

Xi

�
Bti+1 � Bti

�
Xj

�
Btj+1 � Btj

�#

=

pnX
i=0

E
h
E
h
X2
i

�
Bti+1 � Bti

�2 nFB
ti

ii
+ 2

X
0�i�j�pn

E
�
E
�
Xi

�
Bti+1 � Bti

�
Xj

�
Btj+1 � Btj

�
nFB

ti

��
=

pnX
i=0

E
h
X2
i E
h�
Bti+1 � Bti

�2ii
+ 2

X
0�i�j�pn

E
�
XiXj

�
Btj+1 � Btj

�
E
�
Bti+1 � Bti

��
=

pnX
i=0

E
�
X2
i (ti+1 � ti)

�
+ 0 car E

h�
Bti+1 � Bti

�2i
= ti+1 � ti

E
�
IT (f)

2� = E" pnX
i=0

X2
i (ti+1 � ti)

#
= E

24 pnX
i=0

ti+1Z
ti

X2
i ds

35 = E
24 TZ
0

f 2s ds

35 = var [IT (f)] :

Remarque 2.2.1 Pour être tout à fait exact, isométrie d�Itô dit encore que si f et

g deux processus étagé de l�ensemble H (T ) alors E [IT (f) IT (g)] = E

24 TZ
0

fsgsds

35.
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b. Le cas général

Lemme 2.2.1 Soit f un élément de l�ensemble H (T ), alors il existe une suite de

processus étagé ffn; n � 0g telle que :

lim
n!1

E
�Z T

0

(fns � fs)
2 ds

�
�! 0
n!1

:

Dé�nition 2.2.2 Soit (fn)n�1 2 H (T ) une suite de processus stochastique étagé qui

converge vers fs dans H (T ), alors l�intégrale d�Itô du processus fs est dé�nie par :

It (f) =

tZ
0

fsdBs = lim
n!1

Z t

0

fns dBs:

Maintenant, nous dé�nissons l�intégrale stochastique par It (f) =

tZ
0

fsdBs; 8t � 0.

Proposition 2.2.1 Soit f 2 H (T ) ; l�intégrale d�Itô It (f) est une variable aléatoire

de moyenne nulle

E [It (f)] = E

24 tZ
0

fsdBs

35 = 0;
et de variance

var [It (f)] = lim
n!1

var [It (f
n)] = lim

n!1
E [It (fn)]2

= limE
n!1

"
pnX
i=0

X2
i E (ti+1 � ti)

#

= E
�Z t

0

f 2s ds

�
:

Remarque 2.2.2 L�intégrale d�Itô est indépendante du choix de la suite ffn; n � 1g :
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2.2.2 Propriétés de l�intégrale d�Itô

Soient f et g 2 H (T ), les propriétés suivantes :

� Linéarité : soit �; � 2 R on a

It (�f + �g) = �It (f) + �It (g) :

� Propriété de partition :

Z T

0

ftdBt =
Z c

0

ftdBt +
Z T

c

ftdBt; 80 < c < T:

� Propriété du produit :

E
��Z T

0

ftdBt
��Z T

0

gtdBt
��

= E
�Z T

0

ftgtdt

�
:

Proposition 2.2.2 (Propriété martingale) Soit f 2 H (T ), alors le processus sto-

chastique

Xt =

Z t

0

fsdBs; 0 � t � T;

est une martingale par rapport à la �ltration fFtgt�0 :

Preuve. D�abord, considérons le cas où f est un processus stochastique en escalier.

Nous devons montrer que pour toute : 0 � s � t � T;

E [XtnFs] = Xs; Presque sûrement.

Mais

Xt = Xs +

Z t

s

fudBu:

Donc montrer que

E
�Z t

s

fudBunFs
�
= 0; p.s:
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Soit f donné par

fu =

pnX
i=1

Xi1]ti;ti+1[ (u) ;

où s = t0 < t1 < ::: < tn = T et Xi est une variable aléatoire FB
t -mesurable. Alors

Z t

s

fudBu =
pnX
i=1

Xi

�
Bti+1�Bti

�
:

8i 2 f0; : : : pg ; nous avons

E
�
Xi

�
Bti+1 � Bti

�
nFs

�
= E

�
E
�
Xi

�
Bti+1 � Bti

�
nFi
�
nFs

�
= E

�
XiE

��
Bti+1 � Bti

�
nFi
�
nFs

�
= 0;

car E
��
Bti+1 � Bti

�
nFi
�
= E

�
Bti+1 � Bti

�
= 0: Donc

E
�Z t

s

fudBunFs
�
= 0; p.s.

Maintenant, nous considérons le cas général. Soit f 2 H (T ) ; prendre une suite

fn 2 H (T ) telle que

lim
n!1

E
�Z T

0

(fu � fnu )
2 du

�
�! 0
n!1

:

Pour chaque n, dé�nir un processus stochastique

X
(n)
t =

Z t

0

f (n)u dBu:
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Dans le premier car X(n)
t est une martingale pour s < t, écrivez

Xt �Xs = Xt +X
(n)
t �X(n)

t +X(n)
s �X(n)

s �Xs

=
�
Xt �X(n)

t

�
+
�
X
(n)
t �X(n)

s

�
+
�
X(n)
s �Xs

�
;

et ensuite prendre l�espérance conditionnelle pour obtenir

E [Xt �XsnFs] = E
h
Xt �X(n)

t nFs
i
+ E

�
X(n)
s �XsnFs

�
: (1)

Par inégalité de Jensen, nous notons

E
����E hXt �X(n)

t nFs
i���2� � E �E ����Xt �X(n)

t

���2 nFs�� = E ����Xt �X(n)
t

���2� :
Ensuite, nous appliquons propriété isométrie de la théorème 2.2.1 pour trouver que

E
����E hXt �X(n)

t nFs
i���2� � E �Z t

0

(fu � fnu )
2 du

�
� E

�Z T

0

(fu � fnu )
2 du

�
! 0
n!1

:

Ainsi, en prenant une sous-suite si nécessaire, nous constatons que,

E
h
Xt �X(n)

t nFs
i
! 0
n!1

; p.s

E
�
Xs �X(n)

s nFs
�
! 0
n!1

; p.s.

Donc par (1), nous avons E [Xt �XsnFs] = 0 p.s, et E [XtnFs] = Xs:

Alors X est une martingale.
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2.2.3 Exemple de l�intégrale d�Itô

Exemple 2.2.1 Calculons

TZ
0

BsdBs.

On sait qu�on peut approcher B par fn =
pnX
i=0

Bti1]ti;ti+1], ti = iT=n.

On obtient donc dans L2.

TZ
0

BsdBs = lim
n!1

TZ
0

fns dBs = lim
TZ
0

n!1

pnX
i=0

Bti1]ti;ti+1]dBs

= lim
n!1

pnX
i=0

Bti

ti+1Z
ti

dBs = lim
n!1

pnX
i=0

Bti
�
Bti+1 � Bti

�
:

Depuis,

xy =
1

2

�
(x+ y)2 � x2 � y2

�
;

location x = Bti et y =
�
Bti+1 � Bti

�
; alors,

Bti
�
Bti+1 � Bti

�
=
1

2

h�
Bti +

�
Bti+1 � Bti

��2 � B2ti � �Bti+1 � Bti�2i
=
1

2

�
Bti+1

�2 � 1
2
(Bti)

2 � 1
2

�
Bti+1 � Bti

�2
:

Ensuite, la somme devient,

TZ
0

BsdBs = lim
n!1

pnX
i=0

�
1

2

�
Bti+1

�2 � 1
2
(Bti)

2 � 1
2

�
Bti+1 � Bti

�2�

= lim
n!1

"
1

2

pnX
i=0

�
B2ti+1 � B

2
ti

�
� 1
2

pnX
i=0

�
Bti+1 � Bti

�2#
;

ainsi,
TZ
0

BsdBs =
1

2

"
B2T � lim

n!1

pnX
i=0

�
Bti+1 � Bti

�2#
:
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Alors,
TZ
0

BsdBs =
1

2

�
B2T � T

�
:

2.3 Processus d�Itô

Le processus d�Itô est un type spéci�que de processus stochastique développé par le

mathématicien Japonais Kiyoshi Itô en collaboration avec le mathématicien Français

Paul Lévy.

Un processus d�Itô peut être exprimé sous la forme d�une intégrale stochastique par

rapport à un autre processus, généralement un mouvement Brownien.

Dé�nition 2.3.1 On appelle processus d�Itô, un processus (Xt)0�t�T à valeurs réelles

telle que 8 0 � s � t, écrits sous la forme :

Xt = x+

tZ
0

ksds+

tZ
0

�sdBs;

avec :

- x est F0-mesurable,

- kset �s sont deux processus
�
FB
t

�
-adapté,

-
R t
0
jksj ds < +1 p.s 8t � 0 et

R t
0
j�sj2 ds < +1 p.s 8t � 0.

On utilise la notation plus concise suivante :

8><>: dXt = ktdt+ �tdBt

X0 = x:

Le coe¢ cient k est le drift ou la dérive, � est le coe¢ cient de di¤usion.
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L�analyse du processus Itô est unique, ce qui veut dire que si :

Xt = x+

tZ
0

ksds+

tZ
0

�sdBs = ~x+
tZ
0

~ksds+

tZ
0

~�sdBs:

Alors x = ~x , ks = ~ks et �s = ~�s:

En particulier, siXt est une martingale locale alors ks = 0 et réciproquement, on peut

dé�nir un processus d�Itô pour des coe¢ cients de di¤usion tels que :
R t
0
�2sds < 1

p.p.s.

La partie x+

tZ
0

ksds est la partie à variation �nie de X, et la partie

tZ
0

�sdBs s�appelle

partie martingale de X:

2.4 Formule d�Itô

La formule d�Itô est une relation fondamentale en calcul stochastique qui permet de

déterminer la di¤érentielle d�une fonction d�une variable aléatoire.

Formule d�Itô dans le cas Brownien

Théorème 2.4.1 Soit (Bt)t�0 un mouvement Brownien standard par rapport à (Ft)t�0
et F de classe C2: Alors :

F (Bt) = F (B0) +
tZ
0

F 0 (Bs) dBs +
1

2

tZ
0

F 00 (Bs) ds:

Cette formule s�écrit sous forme di¤érentielle

dF (Bt) = F 0 (Bt) dBt +
1

2
F 00 (Bt) dt:

Théorème 2.4.2 Soit F une fonction dé�nie sur R+ � R de classe C1 par rapport
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à t, de classe C2 par rapport à x. On a :

F (t;Bt) = F (0; 0) +
tZ
0

F 0t (s;Bs) ds+
tZ
0

F 0x (s;Bs) dBs +
1

2

tZ
0

F 00xx (s;Bs) ds:

On peut écrire cette formule sous la forme di¤érentielle

dF (t;Bt) = F 0t (t;Bt) dt+ F 0x (t;Bt) dBt +
1

2
F 00xx (t;Bt) dt

=

�
F 0t (t;Bt) +

1

2
F 00xx (t;Bt)

�
dt+ F 0x (t;Bt) dBt:

Formule d�Itô pour le processus d�Itô

Théorème 2.4.3 On se donne un processus d�Itô (Xt)t2R+de la forme,

Xt = x+

tZ
0

ksds+

tZ
0

�sdBs:

Soit F une fonction dé�nie sur R dans R de classe C2; alors,

F (Xt) = F (X0) +

tZ
0

F 0 (Xs) dXs +
1

2

tZ
0

F 00 (Xs)�
2
sds:

Remarque 2.4.1 1- Si F est à dérivées bornées, le processus

F (Xt)�
tZ
0

F 0 (Xs) ksds�
1

2

tZ
0

F 00 (Xs)�
2
sds;

est martingale.
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2- Les règles de calcul de dX2
t sont résumées dans le tableau suivant :

dt dBt

dt 0 0

dBt 0 dt

3- La formule d�Itô s�écrit aussi sous forme di¤érentielle

dF (Xt) = F
0 (Xt) dXt +

1

2
F 00 (Xt)�

2
t dt:

Fonction dépendant du temps

Théorème 2.4.4 Soit F une fonction dé�nie sur R+ � R de classe C1 par rapport

à t, de classe C2 par rapport à x. On a :

F (t;Xt) = F (0; X0) +

tZ
0

F 0t (s;Xs) ds+

tZ
0

F 0x (s;Xs) dXs +
1

2

tZ
0

F 00xx (s;Xs)�
2
sds:

On peut écrire cette formule sous la forme di¤érentielle

dF (t;Xt) = F
0
t (t;Xt) dt+ F

0
x (t;Xt) dXt +

1

2
F 00xx (t;Xt)�

2
t dt

=

�
F 0t (t;Xt) +

1

2
F 00xx (t;Xt)�

2
t

�
dt+ F 0x (t;Xt) dXt:
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2.4.1 Exemple de la formule d�Itô

Exemple 2.4.1 Calculons l�intégrale :

It =

tZ
0

BsdBt; t � 0:

Bt est un mouvement Brownien.

On pose Xt = Bt et f (x) = 1
2
x2. Alors

Yt = f (Bt) =
1

2
B2t :

En utilisant la formule d�Itô : f (x) = 1
2
x2; f 0 (x) = x; f 00 (x) = 1,

Yt = f (x) +

Z t

0

f 0 (Xs) dBs +
1

2

Z t

0

f 00 (Xs) hdBsi2

dYt = f
0 (Xt) dBt +

1

2
f 00 (Xt) hdBti2

dYt = df (Bt) = BtdBt +
1

2
dt

d

�
1

2
B2t
�
= BtdBt +

1

2
dt

1

2
B2t =

Z t

0

BsdBs +
1

2

Z t

0

dtZ t

0

BsdBs =
1

2
B2t �

1

2
t:

2.4.2 Formule d�intégration par partie

Proposition 2.4.1 Le crochet de deux processus d�Itô X et Y , noté hX; Y it est

dé�ni comme le produit scalaire de deux intégrales stochastiques. Dans ce cas, nous

avons :

hX; Y it =
* tZ
0

�sdBs;
tZ
0

~�sdBs

+
=

tZ
0

�s~�sds;
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avec

Xt = x+

tZ
0

ksds+

tZ
0

�sdBs

Yt = y +

tZ
0

~ksds+

tZ
0

~�sdBs:

Proposition 2.4.2 Soient Xt, Yt deux processus d�Itô. Alors pour tout t � 0, on a :

XtYt = X0Y0 +

Z t

0

XsdYs +

Z t

0

YsdXs + hX; Y it :

Qu�on écrit encore sous forme di¤érentielle

d (XtYt) = XtdYt + YtdXt + d hX; Y it :

Preuve. En appliquant simplement la formule d�Itô à la fonction G (X) = X2; sur

les processus X; Y et X + Y on obtient :

1- Processus Xt,

X2
t = X

2
0 +

Z t

0

2XsdXs +
1

2

Z t

0

2d hXis :

2- Processus Yt;

Y 2t = Y
2
0 +

Z t

0

2YsdYs +
1

2

Z t

0

2d hY is :

3- Processus Xt + Yt;

(Xt + Yt)
2 = (X0 + Y0)

2 +

Z t

0

2 (Xs + Ys) d (X + Y )s +
1

2

Z t

0

2 hX + Y is :
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Le résultat est alors obtenu du fait que :

XtYt =
1

2

�
(Xt + Yt)

2 �X2
t � Y 2t

�
; et hX + Y is = 2 hX; Y is + hXis + hY is :

En notation di¤érentielle, la preuve précédente permet de constater que la formule

d�intégration par partie peut s�écrire

d (XY )t = XtdYt + YtdXt + d hX;Y it :

2.4.3 Application à la formule de Black-Scholes

On considéré un marché �nancier comportant :

- Un actif sans risque dont le prix S0 véri�e

dS0t = rS
0
t dt; et S

0
0 = 1) S0t = e

rt; t 2 [0; T ] ; où r est une constante.

- Un actif risque dont le prix St véri�e

St = S0 +

Z t

0

Ss (�ds+ �dBs) ; (2)

avec B est un mouvement Brownien, et �; � des constantes. Ce modèle est le plus

simple que l�on puisse imaginer pour modéliser l�évolution d�un actif risqué en temps

continu tout en imposant qu�il soit positif. Comme nous allons le voir, cela revient

à supposer que les rendements de l�actif sont normaux. Les coe¢ cients � et � sont

respectivement appelés tendance et volatilité de l�actif S.

Pour tout t 2 [0; T ], la tribu Ft représente l�information disponible à la date t, l�aléa
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provient seulement de S, donc

Ft = � (Sr; r � t) ;

la mesure de probabilité P est alors appelée probabilité historique.

Pour s�assurer qu�un tel modèle est bien dé�ni, il nous faut résoudre l�EDS de Black

- Scholes.

Théorème 2.4.5 L�EDS (2) ; admet une unique solution qui est donnée par :

St = S0 exp

�
�Bt +

�
�� �

2

2

�
t

�
; pour tout t 2 [0; T ] :

St est un processus d�Itô avec Ks = �Ss et �s = �Ss.

Preuve. Véri�ons tout d�abord que la solution proposée véri�e l�EDS en appliquant

la formule d�Itô à f (t;Bt) avec :

f (t; x) = S0 exp

�
�x+

�
�� �

2

2

�
t

�
:

On obtient :

df (t;Bt) = ft (t;Bt) dt+ fx (t;Bt) dBt +
1

2
fxx (t;Bt) d hBit

=

�
�� �

2

2

�
f (t;Bt) dt+ �f (t;Bt) dBt +

�2

2
f (t;Bt) dt

= �f (t;Bt) dt�
�2

2
f (t;Bt) dt+ �f (t;Bt) dBt +

�2

2
f (t;Bt) dt;

ce qui se réécrit donc :

df (t;Bt) = �f (t;Bt) dt+ �f (t;Bt) dBt:

dSt = �Stdt+ �StdBt:
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Donc St, processus F-adapté est bien solution de l�EDS (2) :
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Conclusion

Le but de ce mémoire était d�étudier l�intégrale stochastique, considérée comme un

élément essentiel dans l�étude des processus stochastiques tels que le mouvement

Brownien et d�autres phénomènes stochastiques. Pour expliquer ce mémoire, nous

avons présenté deux chapitres, le premier traitant des fondements généraux des pro-

cessus stochastiques, suivi d�une discussion sur l�intégrale stochastique sous ses di-

verses formes.
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Annexe : Abréviations et

Notations

Les di¤érentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont

expliquées ci-dessous :

(
;F ;P) : Espace de probabilité.�

;F ; (Ft)t2T ;P

�
: Espace de probabilité �ltré.

hXis : Variation quadratique (crochet stochastique) de X:

L2 : L�espace des fonctions de carré intégrable.

E [XnB] :
L�espérance conditionnelle de la variable aléatoire

X sachant B:

(Ft)t�0 : Filtration.

(
;F) : Espace mesurable.

P : Une probabilité sur espace mesurable.


 : Ensemble non vide.

F : Une tribu (�-algebra en Anglais).

Cov(X;Y ) : Covariance mathématique du couple (X;Y ).

V ar (X) : Variance mathématique.

(Bt)t�0 : Un mouvement Brownien.
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Résumé 

Le scientifique Japonais Kiyoshi Itô a prêté attention à l'inapplicabilité de l'intégration de Riemann 

aux fonctions liées au mouvement Brownien, il a donc résolu ce problème en introduisant la théorie 

de l'intégration stochastique. Cette théorie a été étudiée dans ce travail, et parmi les plus 

importantes de ces intégrales aléatoires se trouve l'intégrale d’Itô, qui revêt une grande importance 

dans les domaines de la géométrie différentielle et des mathématiques financières. 

Mots clés: intégrale d’Itô, mouvement Brownien, processus stochastique. 

صخلم  

توجه العالم الياباني كيوشي إيتو بانتباه إلى عدم إمكانية تطبيق التكامل الريماني على الدوال المتعلقة 

 دراسة لتكامل العشوائي. وقد تمت بالحركة البراونية، ولذلك قام بحل هذه المشكلة من خلال تقديم نظرية ا

هذه النظرية في المذكرة، ومن بين أهم هذه التكاملات العشوائية يأتي تكامل إيتو الذي يحمل أهمية كبيرة 

. في مجالات الهندسة التفاضلية والرياضيات المالية  

. الحركة البراونية, العمليات العشوائية, تكامل إيتوكلمات مفتاحية:   

 

Abstract 

The Japanese scientist Kiyoshi Itô paid attention to the inapplicability of Riemann integration to 

functions related to Brownian motion, Therefore he solved this problem by introducing the theory of 

stochastic integration. This theory has been discussed in this work, and among the most important of 

these random integrals is the Itô integral, which holds great importance in the fields of differential 

geometry and financial mathematics. 

Key works: Brownian motion, Itô’s integral, stochastic process. 
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