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Introduction

Dans ce mémoire, nous intéressons a I’étude de calcul des intégrales stochastiques,
I’'un des processus stochastiques auxquels le calcul stochastique est appliqué est le
processus de Wiener en ’honneur du scientifique Norbert Wiener ou il est utilisé

pour modéliser le mouvement Brownien.

Lorsqu’il s’agit de fonctions aléatoires par exemple les fonctions de mouvement Brow-
nien, nous notons que l'intégrale de Riemann ne peut pas étre utilisée pour ces fonc-
tions, c’est pourquoi le scientifique Japonais Kiyoshi [t6 a résolu ce probleme en

introduisant la théorie de 'intégrale stochastique.

En général, 'intégrale stochastique a été utilisée dans divers domaines par exemple
les mathématiques financiéres, la physique statistique et 'ingénierie des systémes
complexes.

L’objectif de cette étude est de présenter le concept d’intégrale stochastique. Pour
atteindre cet objectif, ’étude est divisée en deux chapitres :

- Le premier chapitre explique les concepts généraux d’espace de probabilité, va-
riables aléatoires, espérance conditionnelle, processus stochastiques et le mouvement
Brownien et ses principales caractéristiques.

- Le deuxiéme chapitre présente I'intégrale stochastique de maniére générale, y com-

pris l'intégrale de Wiener et l'intégrale d’Ito.



Chapitre 1

Processus stochastiques

Ce chapitre contient quelques définitions de base : espace de probabilité, variables
aléatoires, espérance conditionnelle, processus stochastiques et le mouvement Brow-

nien.

1.1 Probabilité

1.1.1 Espace de probabilité

Un espace de probabilité est un triplet (€2, F,P) sachant que {2 est un ensemble non
vide, F est une tribu (c-algebra en Anglais ) et P est une probabilité sur espace

mesurable.

Définition 1.1.1 On dit que F est une o -algébre si :
-QeF,
-(AeF) = (A°e F),

- (An)yen € F) = (ngNAn € f),

La paire (2, F) est appelé un espace mesurable indexé.

Définition 1.1.2 (Mesure de probabilité) Soit F une tribu sur 2, une mesure de

2



Chapitre 1. Processus stochastiques

probabilité sur (2, F) est une application

P:F —[0,1], telle que

i) P(0)=0etP(Q)=1.
i) (A,) ", C F disjoints (ie, A, N A, =0,Yn#m) =P (U2,4,)=> " P(A4,).

n=1

1.1.2 Variables aléatoires

Définition 1.1.3 Soit (2, F,P) un espace de probabilité, une variable aléatoire est

une application X : ) — R telle que :

{weQ: X (w)e B} ={X e€B}eF,VBeB(R).

Proposition 1.1.1 X wune variable aléatoire ssi :

{weQ: X (w)<t}eFVteR.

Définition 1.1.4 (Mesurabilité) Soit (2, F) et (F,e) deux espaces mesurables une

application f de Q dans E est dit (E,e) mesurable si :

FrA eF VAee, ou fHA) Y {weq, flw)e A}.
Lorsqu’il n’y a pas d’ambigiiité sur les tribus employées, on dit simplement que f est
mesurable. Une fonction f de R dans R est Borélienne si elle est (Bg, Br)-mesurable,
soit [ (A) € Br , VA € Bg. Il suffit que cette propriété soit vérifiée pour les

intervalles A. Les fonctions continues sont Boréliennes.

Définition 1.1.5 (tribu engendrée) La tribu engendrée par une variable aléatoire X



Chapitre 1. Processus stochastiques

définie sur l’espace probabilisé (Q, F) est l’ensemble o (X) défini comme suit :

o(X)={X""(A) , Aeg},

tel que : X1 (A) ={w e Q: X (w) € A}. Cette tribu est la plus petite tribu sur

qut rend X mesurable.

1.1.3 Espérance conditionnelle

Soit (2, F,P) un espace de probabilité, avec A et B deux événements de F, et

supposons que la probabilité de B est non nulle.

Définition 1.1.6 (Conditionnement par rapport a un événement B € F) La proba-

bilité conditionnelle de A sachant B est :

Soit A € F , P(A\B) =Py (A) = "{57 si P (B) #0.

Définition 1.1.7 (Espérance conditionnelle d’une v.a par rapport a un événement)
L’espérance conditionnelle de la variable aléatoire X sachant B, est définie comme
suit :

E[X\B] = ﬁ /B XdP.

Définition 1.1.8 (Espérance conditionnelle d’une v.a par rapport & une tribu ) Si
G sous-tribu de F alors l’espérance conditionnelle de la variable aléatoire X sachant

G est la seule variable aléatoire G-mesurable telle que :
/E[X\Q]Z/Xd]P’, VA€EG.
A A

Propriétés de ’espérance conditionnelle

Soient X et Y deux variables aléatoires et si G et ‘H sont deux tribus de F telles que

HCG,ona:



Chapitre 1. Processus stochastiques

a) Linéarité : soit a et 5 deux constantes alors

E[0X + AY\G] = aB[X\G] + BE [V \G].

b) Croissance : si X <Y, alors

E[X\G] < E[¥\G].

c) Positivité : si X > 0, alors

E[X\G] > 0.

d) B[E[X\G]] = E[X].

e) SiY est G-mesurable alors

E[XY\G] = YE[X\d].

f) Si X est G-mesurable alors

E[X\G] = X.

g) Si X est indépendant de G alors

E[X\G] =E[X].

h) B[E[X\G]\H] = E[B[X\H]\G] = B[X\H].



Chapitre 1. Processus stochastiques

i) Si (X,Y) sont indépendantes, ¢ une fonction Borélienne bornée,

Elp (X, Y)\Y] = [B (6 (X, 9)],—y -

Proposition 1.1.2 (Inégalité de Jensen) Soient X une variable aléatoire, G une
sous -tribus de F, et ¢ : R — R une fonction convezxe telle que B[] (X)|] < oo.

Alors

v (BIX\G]) <BElp(X)\G], p.s.

En particulier, pour tout p > 1, a condition que B[|X|"] existe, nous avons

E[X\G]I” <E[IX]P\G], p.s.

1.2 Processus stochastique

L’objet de la théorie des processus stochastiques est I’étude des phénomeénes aléa-

toires dépendant du temps.

Définition 1.2.1 (Filtration) Une filtration est une famille croissante de sous tribus

de F, c’est-a-dire telle que F; C Fs pour tout t < s.

Définition 1.2.2 (Filtration naturelle) La filtration naturelle ou canonique de pro-

cessus X, est définie comme suit :

Ff=0(Xs,0<s<t), pourtoutt e T,

c’est la plus petite o-algébre par rapport a laquelle X, est mesurable VO < s < t.

Remarque 1.2.1 Soit (€2, F,P) est un espace de probabilité et (F;),, est une filtra-

tion sur cet espace. Alors l’espace probabilisé filtré est donné par (Q, F, (Fo)er ,]P’).

6



Chapitre 1. Processus stochastiques

On définit 'ensemble des négligeables N d’espace de probabilité (2, F,P) par :
N={NcCQ,3JAeF/NcCA, P(A) =0}.

Définition 1.2.3 (Filtration standard) Une filtration { i}, ,-satisfait les conditions

usuelles si elle est continue a droite et si Fo -contient l’ensemble des négligeables N .

Définition 1.2.4 La filtration engendrée par un processus X;, notée FX est une

X

suite croissante de tribus (F; -engendrée par (Xi),so. En d’autres termes, F;*

)t20

est défini comme o -algébre générée par
F =0 (X,,s<t),Vt>0.

Définition 1.2.5 Un processus stochastique X = (Xy),c; est une famille de va-
riables aléatoires (X;) indexée par un ensemble T

En général T'=R ou R, et on considére que le processus est indexé par le temps T'.
Un processus dépend de deux paramétres : X, (w) dépend det (en général le temps) et
de laléatoire w € Q). Pourt € T fixé, w € Q — X, (w) est une variable aléatoire sur
Uespace de probabilité (Q, F,P). Pour w € Q fixé, t € T — X; (w) est une fonction

a valeur réelle appelée trajectoire du processus.

Définition 1.2.6 Un processus X; est appelé un processus 4 trajectoires continues

st les applications t — X; (w) sont continues pour presque tout w.

Définition 1.2.7 Un processus est dit cadlag si ses trajectoires sont continues a

droite, pourvues de limites gauche.

Définition 1.2.8 Un processus est dit caglad si ses trajectoires sont continues a

gauche, pourvues de limites a droite.
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Définition 1.2.9 Un processus stochastique (X;),.p. est dit adapté par rapport a la

filtration {ft}tzo si Xy est F; -mesurable pour tout t.

Définition 1.2.10 On dit que le processus (Xt)telR+ mesurable si [’application sui-

vante :

(R x Q,B(R;) ® F) — (R% B (RY))

(t,w) — X (w),

est mesurable.

Définition 1.2.11 (Processus progressivement mesurable) On dit qu'n processus (Xt),cp.,

est progressivement mesurable si l’application :

X (L) ([0, x Q,B(0,8) @ F) — (E,¢)

(s,w) — X (s,w),

est (e, B(0,t) ® F) -mesurable.

Définition 1.2.12 Un processus {X;,t > 0} est dit prévisible par rapport a une fil-

tration (.7—})20 ou (Fy-prévisible) si pour tout t > 0, Xyyq est Fy-mesurable.

Définition 1.2.13 Un processus X = (X;,t > 0) est dit a variation bornée sur [0, T]
s1

< k.

n—1
sup E ‘Xtv',-&-l — th;
L=t

Définition 1.2.14 Un processus X = (X;,t > 0) est dit a variation finie sur [0,T]

St

n—1
sup E |Xti+1 — Xy, | < oo.
t; “
voa=1
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Définition 1.2.15 On définit la variation infinitésimale d’ordre p d’un processus X

sur [0,T] associée & une subdivision 11, = (t7,...,t!") de [0, T] par :

n p
VE(IL) = 3 [ X — Ko

i=1

Si VI (II,,) a une limite dans un certain sens (convergence LP, convergence p.s.)
lorsque

T = Tall o = max £, = #2] =0,

la limite ne dépend pas de la subdivision choisie et nous [’appellerons variation d’ordre
p de X sur[0,T]. En particulier :
- Sip =1, la limite s’appellera variation totale de X sur [0,T].

- St p =2, la limite s’appellera variation quadratique de X sur [0,T] notée (X), .

Définition 1.2.16 Un processus est dit & accroissements stationnaires si la loi des
accroissements Xy, — Xy ne dépend pas de t > 0, ie Xyip — X, £ X,
Un processus X est dit a accroissements indépendants si pour tout p > 1 et 0 <ty <

ty < ... <tp, les variables aléatoires Xy, , Xy, — Xy, ..., Xy, — Xy, sont indépendantes.

1.3 Martingales

Définition 1.3.1 Une famille de variables aléatoires (X;,t € R, ) est une martingale
par rapport & la filtration F; st X; est Fi-mesurable et intégrable pour tout t,

1- Une martingale si : Vs < t, B(X;\Fs) = Xs.

2- Une sur-martingale si : Vs < t, B(X;\Fs) < X,.

3- Une sous-martingale si : Vs < t, B(X,\Fs) > X;.
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1.3.1 Martingale locale

Définition 1.3.2 (Temps d’arrét) Un temps d’arrét par rapport & une filtration
{Fitiso est une variable aléatoire T définie sur Ry U {+oo} telle que, pour tout
mstant t > 0 :

{r <t} e F,VteR,.

Définition 1.3.3 Soit {F;,t > 0} une filtration et {X;,t > 0} un processus (F;)-
adapté. On dit que X est une (F;)-martingale locale s’il existe une suite croissante

{Tn,n > 0} de (F;)-temps d’arrét telle que

P (1, — +o0) =1,

et le processus X" : t — Xyn., est une martingale pour tout n > 0.

1.4 Mouvement Brownien

Le mouvement Brownien est un concept fondamental en probabilité et en statistique,
utilisé pour modéliser le mouvement aléatoire de particules dans divers domaines
tels que la finance, et la biologie. Il est généralement noté (Wy;¢ > 0) en référence
a Wiener, ou (By;¢ > 0) en référence a Brown. Nous allons maintenant présenter la

description générale du mouvement Brownien.

1.4.1 Processus Gaussiens
Variable Gaussien

Définition 1.4.1 Une variable aléatoire X suit la loi normale standard N (0,1) si

admet pour densité :

e ()
— exp | —— | .
om P 2
10
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De fagon générale, une variable aléatoire X suit la loi normale N (u,0?) si admet

pour densité :

1 (t—p)’
t— —_—F .
V2mo? P < 202
Proposition 1.4.1 Soit X une variable aléatoire de loi N (u, 0?), alors ’espérance

égal B[X] = p, et variance : Var (X) = 2.

Processus Gaussien
Définition 1.4.2 Un processus X est Gaussien si toute combinaison linéaire finie
de (Xi,t > 0) est une variable aléatoire Gaussienne, c’est-d-dire si :

n

Vn, Vt;, 1 <i<n, Va,, E a; Xy, est une variable aléatoire réel Gaussienne.
i=1

1.4.2 Mouvement Brownien standard

Définition 1.4.3 On appelle mouvement Brownien standard un processus stochas-
tique (By),- qui vérifie :
1. By =0 p.s.

2. Pour tout 0 < s < ¢, la variable aléatoire B; — B, est normalement distribuée

(variable Gaussienne) avec une moyenne de 0 et un variance ¢ — s.
3. B, est a trajectoires continues.

4. B, est a accroissements indépendants et stationnaires.

1.4.3 Propriétés du mouvement Brownien

Supposons que nous ayons un mouvement Brownien fixe B, quelques caractéristiques

importantes de ce processus stochastique :

11



Chapitre 1. Processus stochastiques

Proposition 1.4.2 Soit B un mouvement Brownien et Fy = o{B,,0 <r <s},

alors : YVt > s, B, — B, est indépendante de F;.

Preuve. Puisque B a des incréments indépendants, alors B; — B, est indépendant
de B, — By = B,. Aussi B; — B, est indépendante de B, — B, pour tout 0 < r < s.
Alors B; — B, est indépendante de o (B;) et o (B; — B,) et donc bien sir o (By) V
o (Bs — B,) pour tout r < s.

Ou pour deux o-algebres F; et F nous utilisons la notation F; V Fo = o(F; U Fa).
D’autre part, notez que B, = — (B; — B,) + B;. Ainsi B, est o (B;) V o (Bs; — B,)
-mesurable pour tous 0 < r < s. Par conséquent d’en haut, nous déduisons que
B; — B est indépendant de o (B,) pour tous 0 < r < s, ce qui signifie que B, — B

est indépendant de F;, =0 {B,,0<r <s},V0<s<t m

Proposition 1.4.3 On dit que (By),,est un mouvement Brownien si seulement si

(By),~oest Gaussienne, continu, centré et de fonction de covariance

cov(By, Bs) = min(s,t),Vs,t > 0.

Preuve.

COU(Bta Bs) =E [BSBS] —E [Bs] E [Bt] ’

Maintenant, dans le contexte du processus By, qui est un processus centré (ie : E [B;] = 0) .
Donc,

cov(B;,B,) = E [B,B,] .

12



Chapitre 1. Processus stochastiques

Sis<t,

E [B.B,] = E [B/B, + B? — B]
=E [(Bt —B;) B, + Eﬂ
=FE [Bt - Bs] [ [BS} +E [Bg]

=04 s =min(s,t).

Car (B, — B;) et B, sont indépendant, de méme pour s > ¢. ®
Proposition 1.4.4 Vty, > 0, le processus stochastiques
By = Biutto) — B 5 >0,
est aussi un mouvement Brownien.
Preuve. Pour prouver que, pour tout £y > 0, le processus stochastique
Bty = Berro) — Breo): t > 0,

est également un mouvement Brownien, nous devons vérifier les propriétés caracté-
ristiques d’un mouvement Brownien :

1- Déplacement nul a I’origine (B(O) = 0) : la propriété est claire, car
Bo) = Bto) = Bruo) = 0-

2- Incréments indépendants et normalement distribués : nous devons montrer que

pour tout s < t, la différence Iﬁ%(t) —I@(S) est normalement distribuée avec une moyenne

13



Chapitre 1. Processus stochastiques

de 0 et une variance de (t+ty) — (s +ty) =t —s.

3- Trajectoire continue : comme la différence de deux mouvements Browniens est un
mouvement Brownien, le processus ]E(t) est également une trajectoire continue.

4- Incrément indépendants : pour I@(t) on peut supposer que ty > 0, alors pour tout
0<t; <ty <...<ty.

Nous avons 0 < ty < ¢ + 1ty < ... < i, + tp, alors par condition 4 de B,
Bty+t0) — Bty_1+t0), £ = 1,2,...,n, sont des variables aléatoires indépendantes. Donc
les variables aléatoires I@(tl), IE%(tk) — Iﬁ%(tk_l), k= 2,3...,n, sont indépendantes.

En conclusion, nous avons démontré que le processus stochastique I@(t) est un mou-

vement Brownien pour tout tp > 0. m

Proposition 1.4.5 On considére (B;)i>o comme un mouvement Brownien par rap-
port & (Fy) - Selon le principe d’invariance d’échelle, pour 5 > 0, le processus

%Bﬁzt , t >0, est un mouvement Brownien standard.

Preuve. Clairement, By = 0, car (%Bﬁz(o) = %E(o) = 0) .
Si0 <t <ty <..<ty,alors0< B2 < B%y, < ... < B%,. Par la définition du

mouvement Brownien,

Bg2t,) — Bgzt,_1), Bs2t,_1) — B(s2tn_s)s - Bzt — Bszey), Bgzey)

sont des variables aléatoires indépendantes. Il s’ensuit que

1 1 1 1 1 1 1
BB(B%W) - EB(ﬁ2t"71)’ BB(ﬂztn—l) - BB(BQtnfﬂ’ ceey EB(/@)ZQ) - BB(BQtl) ’EB(BQH)’

sont aussi des variables aléatoires indépendantes. Ainsi {%]B%ﬁzt, t>0, } a des incré-

ments indépendants.

14



Chapitre 1. Processus stochastiques

On sait que B2y — Bgzs) est N (0, 5 (t — s)) . Il s’ensuit que, pour chaque a < b,
1
P ({a S B (]BB% — Bﬁ%) S b}) = P({B(Z S Eﬁ2t — BBQS S ﬁb})

Wm/ (m)dw
W/ Xp( 2(t - )d“)’

ot nous avons utilisé la substitution u = %. Donc %B(ﬁ%)_%B(,@?s) est N (0,5%(t — ).

La fonction ¢t — B; étant presque stirement continue, la fonction

1
t | — BIB(BQt)

est la composition de fonctions (presque strement) continues et est donc presque

stirement continue. m

Remarque 1.4.1 La propriété d’invariance d’échelle (avec 5 = —1) implique que le
mouvement Brownien standard est symétrique par rapport a 0. En d’autres termes,
si (By),5q est un mouvement Brownien standard et t > 0, alors B; a la méme distri-

bution que —IB;.

Proposition 1.4.6 Si f : R — R est mesurable, alors

E [f (Bt)] =

& /R f (w) exp (‘2—7;2) du.

Exemple 1.4.1 Dans cet exemple, calculons E[|B;|] en appliquant la Proposition

15



Chapitre 1. Processus stochastiques

1.4.6 avec f (u) = |u|. Nous obtenons

BB = —— [ ludexp (S ) du
T uexp(%)du}
\f/ exp
B

en utilisant le changement de variable v = 3.

Proposition 1.4.7 Si (B;),., est une F; -mouvement Brownien standard, alors :
1- (By),5, est une F; -martingale.

2- Xy =B2 —t, Vt > 0 est une F; -martingale.

Preuve. 1- Soit F; = 0 (B, 0 < s <t). Il est évident que B, est o (B;) -mesurable
t > 0, et donc B; est F; -mesurable V¢ > 0. Deuxiémement, de I'inégalité de Holder,

nous obtenons

E [|B|*] < /BB = Vi < 00,Vt >0,

montrant que B, est intégrable.

Soit s <t et écrire B, = B, + (B, — By) . Alors

E [B\F,| = E[B, + (B, — B,) \F]
= E[B,\F] + E[(B; — B,) \F]
=B, +E[B; — B,]

=B, +0,

Vs <t et ca montre que B est une martingale.

2- Depuis X; = B? — ¢ est une fonction de By, il est donc mesurable en F;, Vt > 0 ce

16



Chapitre 1. Processus stochastiques

qui implique que X; est {F;},., -adapte.

Depuis |X;| = |B? —t| < B? + ¢ on peut donc écrire

E(1X]] = B [|B; —¢|] <B [[B; +¢]

= 2t < 00,V > 0.

(B;—B;) est indépendant de Fs, pour s < t, nous avons

E (B} —t)\F:] =E[(B, — B, + B,)*\F] — ¢
=E[(B; — B,)*\F:] + 2E B, (B, — B),\F,] + E [BA\F,] — ¢
=t—s+0+B2—t

_ R2
=B — s.

La proposition est prouvée. m

1.4.4 Variation quadratique du mouvement Brownien stan-

dard

Proposition 1.4.8 Soit (B;,t > 0) un mouvement Brownien standard, la variation
quadratique sur lintervalle [0,T) existe dans IL? () et vaut T, ce qui signifie que
la variation infinitésimale converge dans la norme IL.2. De plus, si la subdivision 11,

satisfait Y m, < 00, alors on a la convergence au sens presque sir. On a donc :

B)r=T.

17
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Preuve. La variation infinitésimale d’ordre 2 du mouvement Brownien est donnée

par :
" 2
Vi () =Y By — By

=1

On rappelle que si X ~ N (0,0?) alors
E [XQ] =o%et Var [XQ} = 20",

On a donc :

B [VY% (Hn)} - ZE [(Bt? — B, ) } Z i — t? ) =T
i=1 =1
Et en notant m,, = max !t?H — t?‘ , on obtient :
1<n
Var [V2(II ZV@T {(Btn — By )2} — 22 (tr —te)" < 2Tm, — 0.

=1
Donc

ijg (I,) — TH2 = Var [V} (I1,)] — 0 quand 7, — 0.

Pour obtenir la convergence presque stre, il faut utiliser 'inégalité de Markov qui

donne pour tout € :

Var [V (I1,,)] < 2T,

€ - €

P[|V7(L,)=T| > €| <

[e. 9]

Donc si E T, < 00, O a pour tout e,

n=1

> P|VE(IL,) —T| > €] < oo,

18
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ce qui (par Borel-Cantelli) entraine la convergence presque stre de V2 (I1,,) vers 7.

[
Proposition 1.4.9 Pour toute subdivision 11, satisfaisant an < 0, la vartation
n=1

infinitésimale d’ordre 1 sur [0,T] du mouvement Brownien associée & cette subdivi-
sion converge presque strement vers +oo. Donc, la variation totale du mouvement

Brownien vaut +00 p.s.

Vi =sup Vi (II,) = oo p.s.
I,

o
Preuve. Soit II,une suite de subdivision de [0,7] satisfaisant an < 00. Alors,

n=1
sur presque tout chemin w, on a la relation :

Vi (II,) (w) < sup  [By (w) — B, ()] Vy (IT) (w).

lu—v| <7y

Le terme de gauche tend vers 7' car on a la convergence p.s de la variation qua-
dratique. Le premier terme a droite tend vers 0 car le mouvement Brownien a ses
trajectoires uniformément continues sur [0,7] en tant que fonctions continues sur
un compact. Donc le deuxiéme terme de droite tend nécessairement vers I'infini. En
conclusion, la variation quadratique du mouvement Brownien est non nulle, elle vaut

T dans £2, mais que sa variation totale est infinie presque surement. m
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Chapitre 2

Intégrale stochastique

Soit un espace de probabilité (€2, F,P) et B un mouvement Brownien sur cet espace.

On désigne par F; = o (Bs, s < t) la filtration naturelle du mouvement Brownien.
¢

L’intégrale stochastique en générale nous cherchons a déterminer / X,dB, pour des
0

processus stochastiques (X, s > 0).

2.1 Intégrale de Wiener

L’intégrale de Wiener est une intégrale d’une fonction déterministe f (s) par rapport
a un mouvement Brownien B, telle que f € L2 ([0,7],R).

Cette intégrale peut étre définie comme une intégrale de Riemann-Stieltjes car les
trajectoires Browniennes sont & p -variation bornée sur tout intervalle fini, & condition

que p > 2. Considérons une fonction déterministe f (s) sur Uintervalle [0, 7).

2.1.1 Construction de ’intégrale Wiener

T

Soit f (s) est une fonction déterministe alors I'intégrale / f (s) dBg est appelé sim-

0
plement une intégrale de Wiener. Nous fixons ’horizon déterministe (7" > 0).
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Chapitre 2.Intégrale stochastique

T
On considéré L? ([0,7],R) = f:[O,T]—>R,/|f(s)|2ds<~|—oo
0

Soit B = {f,,n € N} une base de fonction de IL? ([0,7],R) peut étre constituée de

fonction en escalier, ou p, € N les X; € R et (tg”)> une suite croissante de [0, 7).

Ju (1) = ZXil]t;L,t;LH[ (t).
=0

a. Intégrale de Wiener d’une fonction en escalier

Définition 2.1.1 Si f (t) est la fonction définie par la décomposition précédente que

l’on note

Pn
f (t) = ZXil}ti,tiH[ (t) .
1=0

Alors on définit lintégrale de Wiener sous la forme :
Pn
It (f) = ZXZ (EtiJrl - Bti) :
i=0

Théoréme 2.1.1 Soit f une fonction en escalier, alors la variable It (f) est une

variable aléatoire gaussienne de moyenne B [Ir (f)] =0, et de variance

Pn

var [Ir (f)] = var [ZXZ (B:,,, — By,)

Pn

=> X?var (B, —B,)
=0

T

= pi:Xf (tiv1 — i) = /f2 (t) dt.
1=0

0
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b. Le cas général

Lemme 2.1.1 (Lemme Gaussien) Soit {X,,n > 0} une suite de variables aléatoires

Gaussiennes N (jin, 0,) convergeant vers une variable aléatoire X dans 1.2, telle que
E[lX - Xn|2] — 0, quand n — 4o0.

Alors, j, — p et o, — o quand n — +oo et X ~ N (u,0).

Lemme 2.1.2 Soit f € L2 ([0,T],R), alors il existe une suite de fonction en escalier

{fa} qui converge vers f dans 1.2 ([0,T],R) c™-a-d qui vérifie,

n—oo

lim T]fn(t)—f(t)|2dt—>0.
0

Définition 2.1.2 Les intégrales de Wiener I (f,) qui sont des Gaussiennes centrées
qui par isométrie forment une suite de Cauchy dans l'espace de Hilbert 1.? (£2).
L’espace 1.2 ([0, T] ,R) étant complet, cette suite converge vers une variable aléatoire
Gaussienne notée Ir (f).

Alors on définit lintégrale de Wiener de f comme étant cette limite :

T T
() = [owds 2[5 0a = (7).
0 0

Proposition 2.1.1 Soit f € L%([0,T],R), lintégrale de Wiener Ir (f) est une
T

variable aléatoire Gaussienne de moyenne nulle, et de variance / 12 (t) dt.
0

Remarque 2.1.1 [ (f) est bien définie, car I (f) est indépendante du choix de la

suite (fn)nZl )

En effet : soit (gm),,~, une autre suite de fonctions en escalier, convergente vers f.
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Et montrons que

lim I (f,) = lim T (g,)) =1 (f).

n—oo

2.1.2 Propriétés de ’intégrale de Wiener

Soient f et g € L2 ([0,T],R), I (f) et I(g) les intégrales de Wiener des fonctions f
et g respectivement.

Alors on a les propriétés suivantes :

— Linéarité : Vo, 5 € R,
Ir (af + Bg) = alr (f) + Blr (g) -

— Isométrie : Vt € [0,7] on a,

E[IT (f) Bt] =E [(/f (5) st) (/1[0,t] (S) st)]

0 0
T t

= /f (5) 14 (s)ds = /f (s)ds.
0 0
— Propriété du produit,

E[Ir (f) Ir (9)] = ! [ar (Iy (f) + Ir (g9)) — var (Ir (f) — Ir (9))]

2
:% [/T(erg)Q(S)dSff2(8)d8i92(8)d8]
—/Tf(S)g(S)dS
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2.1.3 Exemple de l’intégrale de Wiener

Exemple 2.1.1 Dans le cas ou f (t) = ¢, constant les sommes partielles peuvent

étre calculées explicitement

Ir (f) = ZXz' (Btm - Bu)
i=0

Pn
= ZC (BtiJrl o Bti)
=0

=cC (BT — Bo) ,
et comme la réponse ne dépend pas de p,, nous avons
T
/ CdBt =cC (BT — Bo) .
0

En particulier, en prenant ¢ = 1, puisque le mouvement Brownien commence a 0,

nous avons la formule suivante :

T
/ dBt - IBT.
0

Intégration par parties

Théoréme 2.1.2 Si f est une fonction de classe C*,
t t
[ 16— 0B~ [ £()Bas
0 0
On peut aussi écrire cette formule
d(Bef () = f (t) dB, + B f' () dt.

Exemple 2.1.2 Soit X; = f(f sdB;.

24



Chapitre 2.Intégrale stochastique

Ona f(t)=t, et f de classe C' donc f' (t) = 1, alors d’aprés intégration par parties

on a

/OtsdIB%s Zf(t)Bt—/Otf'(S)Bsds

t
= t]Bt —/ BSdS
0

2.2 Intégrale d’It6

Pour généraliser 'intégrale de Wiener et définir fg fsdB, pour des processus stochas-
tiques f, on définit I'intégrale d’Ito.

L’intégrale d’It6 est définie d’'une maniére similaire & l'intégrale de Riemann. L’in-
tégrale d’Ito est prise par rapport & des incréments infinitésimaux d’un mouvement
Brownien dB;, qui sont des variables aléatoires, tandis que l'intégrale de Riemann
considére 'intégration par rapport aux changements infinitésimaux prévisibles dt. 1l
convient de noter que I'intégrale d’Ito est une variable aléatoire, tandis que 'intégrale

de Riemann n’est qu'un nombre réel.

2.2.1 Construction de I’intégrale d’It6

On définit I'intégrale stochastique sous la forme :

t
/ £.dB,,
0

avec fs est une processus stochastique.
(ft);>o Processus FE _adapté, caglad et vérifiant :

On définit 'ensemble H (T') =
£ = [ 112 ds] < oo, pour tout ¢ > 0.
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a. Intégrale d’Itdé d’un processus stochastique en escalier

Définition 2.2.1 On appelé (f),~, processus étagé ou processus simple prévisible

(par rapport & une filtration F;) les processus du type :

fo= 30Xy, (),
=0

pn €EN, 0=t <t; <...<t,, =T et X; est une variable aléatoire .7-? -mesurable

et bornée Vi € {0,...p,}. Il est clair que f € H (T, alors on définit

I (f) = /deIBS = ZXz' (B, — B.) .
0 1=0

Théoréme 2.2.1 Soit f un processus étagé de l’ensemble H (T). Alors la moyenne

nulle B [Ir (f)] =0, et

B (1] =B | [ (0 ds| = varli (1),

est appelée isométrie d’Ito.

Preuve.

- Moyenne nulle.
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Chapitre 2.Intégrale stochastique

E[Ir (f)]

Pn
=K ZXZ (Bti+1 — Btl)]

=0

= ZE ]B%t T )} , car [ est linéaire

- 3B (XB[(Be.. - ) \FF)
- pZnE [XlE [Bti+1 - Etiﬂ = 0.

=0

Ot on a utilisé le fait que X; est FE mesurable et (Bti o ]B%ti) indépendant de F,.

- Pour isométrie, on calcule,

Pn
- ZXZQ (Bti+1 - Bti)z +2 Z Xi (EtiJrl o Bti) X (Bthrl o Btj)

0<i<j<pn
E[I Z X2 (B, —B,)" +2 > X (B, —B) X; (B, — B
0<i<j<pn
Pn
_ ZE [E [X2 (B, — Bi)"\FF|
+2 Z E Bt i+l sz’) Xj (Btj+1 - Bty’) \EITH
0<i<j<pn
P
=Y E [XEE [(Btm — Btin +2 Y EB[XX; (B, —By,)E[B,,, —B,]]
1=0 0<i<j<pn
Pn
= ZE i 1...1 } + 0 car E [(Bti-H — Eti)Q] = ti+1 — tz
Pn tit1 T
E ZX tivi—t)| =E [Z/des] =E [ ffds} = wvar [Ir (f)]
=0 t; 0
|

Remarque 2.2.1 Pour étre tout a fait exact, isométrie d’Ité dit encore que si f et

g deux processus étagé de l'ensemble H (T) alors E[Ir (f) Ir (g9)] = E |:/fsgsds] )
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b. Le cas général

Lemme 2.2.1 Soit f un élément de l'ensemble H (T), alors il existe une suite de

processus étagé {f",n > 0} telle que :

n—oo n—oo

T
lim B VO (fg—fs)st} —0.

Définition 2.2.2 Soit (f,),~, € H (T) une suite de processus stochastique étagé qui

converge vers fs dans H (T'), alors l'intégrale d’Ito du processus f, est définie par :

n—oo

t
t
1.(f) = / f.dB, = lim [ frdB,,
0
0

t
Maintenant, nous définissons l'intégrale stochastique par I; (f) = / fsdBs, Yt > 0.
0

Proposition 2.2.1 Soit f € H (T), lintégrale d’It6 I, (f) est une variable aléatoire

de moyenne nulle
t
B(L (1) =B | [ r.dB.| o
0
et de variance
var 1, (f)] = lim var £, (f")] = lm B [1, (/)]
pTL
i=0

s ]

Remarque 2.2.2 L’intégrale d’It6 est indépendante du choiz de la suite { f,,n > 1}.
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2.2.2 Propriétés de ’intégrale d’Ito

Soient f et g € H (T, les propriétés suivantes :

— Linéarité : soit o, 5 € R on a

I (af 4+ Bg) = ady (f) + BL: (9) -

— Propriété de partition :

T c T
/ ftdBt = / ftd]Bt +/ ftdBt, VOo<e<T.
0 0 c

— Propriété du produit :

([ ) ([ )] -5 1]

Proposition 2.2.2 (Propriété martingale) Soit f € H (T), alors le processus sto-
chastique

t
Xt:/ fsstaOStSTy
0

est une martingale par rapport a la filtration {}—t}tz()'

Preuve. D’abord, considérons le cas ot f est un processus stochastique en escalier.

Nous devons montrer que pour toute : 0 < s <t < T,
E [X\F;s] = X, Presque sirement.

Masis
t
X = X; +/ fudB,,.
Donc montrer que

E l / t fudIB%u\]—"s] =0, p.s.
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Soit f donné par
Pn
f’LL = Z Xil]ti,t¢+1[ (u) )
i=1

ous=ty<t; <..<t,=T et X; est une variable aléatoire fiB -mesurable. Alors

t Pn
/ fudB, =Y X; (By,,,~B,,) .
s i=1

Vi€ {0,...p}, nous avons

E [Xl (Etwrl - ]Btz) \f‘s}
=E [E[X, (B, - B,) \F] \F]
= [XZE [(Bti+1 - ]Btz) \f;] \FS]

=0,

car B [(IB%t — Bti) \Jﬂ =E [IB%t — IB%ti] = 0. Donc

41 141

E [ / t fudIB%u\fs] —0, p.s.

Maintenant, nous considérons le cas général. Soit f € H (T), prendre une suite

fn € H(T) telle que

i {T Qd] 0
lim E w— [ — 0.
m | [ (-2

n—oo n—oo

Pour chaque n, définir un processus stochastique

t
xM = / fMdB,.
0
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Dans le premier car Xt(n) est une martingale pour s < t, écrivez

Xp—Xo= X+ XM = x4 X - x™ _ x,

- (Xt - X,f”)) + (X,f’” - X§”>) (XM - X,),
et ensuite prendre [’espérance conditionnelle pour obtenir
B[X, - X\F,]=E [Xt _ Xt(”)\}"s] +E[X™ - X\A]. (1)
Par inégalité de Jensen, nous notons

E UE (X - X"\F,]

2} <E [JE “Xt _x™

i \fSH - “Xt —x™

1

Ensuite, nous appliquons propriété isométrie de la théoréme 2.2.1 pour trouver que

Q]SEuﬂn—ﬁVM]

Iﬁﬂqh—ﬁVMYHU

n—oo

E UE [Xt - Xf")\fs}

IN

Ainsi, en prenant une sous-suite si nécessaire, nous constatons que,

E [Xt _ Xt(”)\]-"s] —0, ps

=

B
|
st

”)\Fs] — 0, p.s.

n—oo

Donc par (1), nous avons B [X; — X\ Fs] =0 p.s, et BE[X;\Fs] = Xs.

Alors X est une martingale. m
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2.2.3 Exemple de l’intégrale d’Ito
T

Exemple 2.2.1 Calculons / B.dB,.
0

Pn
On sait qu’on peut approcher B par f™* = Z]Btil]ti7ti+l]’ ti =1T/n.
i=0

On obtient donc dans 2.

T T T P
/ B,dB, = lim / frdB, = lim / > By 1y, 0B,
0 0 ‘

0 =0
n—o00

tit1

Pn Pn
= lim > B, / dB, = lim » By, (B, — By,).
=0 t =0

Depuis,

vy == [(z+y)?— 2> —y*],

DN | —

location x = By, et y = (IB%ti+1 — Bti) , alors,

Eti (Bt - Etz) —

it+1 |:(Btz + (Bti+1 - Bti))2 - Bi - (Bti+1 - Bti)2]
1 1
(Bti+l)2 - 5 (Bti)z - 5 (Bti+l - Bti)Q'

N — N =

Ensuite, la somme devient,

ainst,
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Alors,

T
/BSdIB%S:}[]B%%—T}.
0

2.3 Processus d’Ito

Le processus d’Itd est un type spécifique de processus stochastique développé par le
mathématicien Japonais Kiyoshi It6 en collaboration avec le mathématicien Francais

Paul Lévy.

Un processus d’Ito6 peut étre exprimé sous la forme d’une intégrale stochastique par

rapport & un autre processus, généralement un mouvement Brownien.

Définition 2.3.1 On appelle processus d’It6, un processus (X;) g g @ valeurs réelles

telle que V 0 < s < 't, écrits sous la forme :

t t

X, = x+/ksds+/asd1835,

0 0

avec :
- x est Fo-mesurable,
- kget o4 sont deux processus (EB) -adapté,

- fot |ks| ds < 400 p.sVt >0 et fot o,” ds < +00 p.s ¥Vt > 0.
On utilise la notation plus concise suivante :

dXt = /{?tdt + O'tdIBt
XU = X.

Le coefficient k est le drift ou la dérive, o est le coefficient de diffusion.
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L’analyse du processus It6 est unique, ce qui veut dire que si :

t t t t
Xt:m+/ksds+/asst:i+/l~fsds+/6sd1835.
0 0 0 0

En particulier, si X; est une martingale locale alors k; = 0 et réciproquement, on peut

définir un processus d’Itd6 pour des coefficients de diffusion tels que : fot o2ds < oo
p.p-s.
t t

La partie z+ / ksds est la partie & variation finie de X, et la partie / o.,dB, s’appelle

0 0
partie martingale de X.

2.4 Formule d’Ito6

La formule d’Ito est une relation fondamentale en calcul stochastique qui permet de

déterminer la différentielle d’une fonction d’une variable aléatoire.

Formule d’It6 dans le cas Brownien

Théoréme 2.4.1 Soit (B,),., un mouvement Brownien standard par rapport a (F),s

et F' de classe C?. Alors :

t t

F(B,) = F (Bo) + /F (B,) dB, + %/F (B,) ds.

Cette formule s’écrit sous forme différentielle
1
dF (]Bt) == F/ (Bt) d]Bt + §F” (]Bt) dt

Théoréme 2.4.2 Soit ' une fonction définie sur R, x R de classe C' par rapport
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at, de classe C? par rapport ¢ x. On a :
t t t
1
F(t,B;) = F(0,0) + /Ft' (s,Bs)ds + /F; (s,Bs) dBs + —/F;’w (s,B,)ds.

2
0 0 0

On peut écrire cette formule sous la forme différentielle

1
dF (t,B,) = F{ (t.B.) dt + F, (¢, B)) B, + S FY, (t.B,) dt

1
= |F} (t,B;) + §Fg’£'z (t,B,)| dt + F. (t,B,) dB,.

Formule d’It6 pour le processus d’Ito

Théoréme 2.4.3 On se donne un processus d’Ito (X;),.p+de la forme,

t t

X, = x+/k8ds+/asd1835.

0 0

Soit F' une fonction définie sur R dans R de classe C?, alors,
t t
1
F(X;)=F(Xp) + /F’ (X,)dX, + —/F" (X,) o2ds.

2
0 0

Remarque 2.4.1 1- Si F est a dérivées bornées, le processus

t t

1
F(X;) — /F/ (Xs) ksds — §/F” (Xs) agds,

0 0

est martingale.
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2- Les régles de calcul de dX? sont résumées dans le tableau suivant :

dt | dB,
a | 0] 0
dB, | 0 | dt

3- La formule d’It6 s’écrit aussi sous forme différentielle

1
dF (Xt) = F/ (Xt> dXt + §F// (Xt) O'tht

Fonction dépendant du temps

Théoréme 2.4.4 Soit ' une fonction définie sur R, x R de classe C* par rapport

at, de classe C? par rapport o . On a :

t t t
1
F(t, X)) = F(0,X,) + /Ft (s, X,)ds + /F; (s, X,)dX, + 5/3,;; (s, X,) o%ds.
0 0 0

On peut écrire cette formule sous la forme différentielle

1
dF (t,X;) = F/ (t, X;) dt + F. (t, X;) dX; + §F;; (t, X;) oldt

1
= [F(,X0) + S P (6, X0) of | dt + Fy (¢ X,) dX.
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2.4.1 Exemple de la formule d’It6

Exemple 2.4.1 Calculons l'intégrale :

t
[t = /BSdBt, t 2 0

0

B; est un mouvement Brownien.

L2 Alors

On pose X; =B, et f(z) = 5

En utilisant la formule d’'Ito : f (z) = 322, f'(z) =z, f"(z) =1

dY, = f/(Xy) dB; + - f” (Xy) <dB

dY; = df (B,) = B,dB, + §dt

1 1
d <§]B%§> = BudB, + dt

1_, ! I
-B?= | BdB,+ - [ dt
27t /0 3 /0

t 1 1
B,dB, = —B? — —t.
/0 27t 9

2.4.2 Formule d’intégration par partie

Proposition 2.4.1 Le crochet de deux processus d’Ito X et'Y, noté (X,Y), est

défini comme le produit scalaire de deux intégrales stochastiques. Dans ce cas, nous

t t t
(X,Y), = </asst,/6sdIBﬁs> = /Js6sds,

0 0 0

avons :
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avec

Proposition 2.4.2 Soient X;, Y; deux processus d’Ito. Alors pour toutt >0, on a :
t t
XY = XYy —|—/ XsdY; —i—/ Y,dX, +(X,Y),.
0 0
Qu’on écrit encore sous forme différentielle

d(X,Y}) = X,dY; + Y,dX, + d(X,Y),.

Preuve. En appliquant simplement la formule d’Tt6 a la fonction G (X) = X2, sur
les processus X,Y et X + Y on obtient :
1- Processus Xy,

t 1 t
Xf:X§+/ 2X5dX5+§/ 2d (X), .
0 0

2- Processus Y},

t 1 t
Y;_YOZJF/ 2YSdYS+§/ 2d(Y). .
0 0

3- Processus X; + Y,

t 1 t
(Xt+Yt)2=(Xo+Yo>2+/ 2(X5+Y5)d(X+Y)S+§/ 2(X +Y)..
0 0
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Le résultat est alors obtenu du fait que :

1

XY, =3 (X +Y)? = X2 —Y7], et (X+Y), =2(X,Y), +(X)

A,

En notation différentielle, la preuve précédente permet de constater que la formule

d’intégration par partie peut s’écrire

d(XY), = XudY; + Y,dX, + d(X,Y),.

2.4.3 Application a la formule de Black-Scholes

On considéré un marché financier comportant :

- Un actif sans risque dont le prix S, vérifie
dSp =rSPdt, et S) =1= S =€, t€[0,T], o r est une constante.
- Un actif risque dont le prix S; vérifie
t
Sy =S50+ / Ss (ads + [dBs,) , (2)
0

avec B est un mouvement Brownien, et «, 3 des constantes. Ce modeéle est le plus
simple que ’on puisse imaginer pour modéliser I’évolution d’un actif risqué en temps
continu tout en imposant qu’il soit positif. Comme nous allons le voir, cela revient
a supposer que les rendements de 1’actif sont normaux. Les coefficients « et 5 sont
respectivement appelés tendance et volatilité de 'actif .S.

Pour tout ¢ € [0, 77, la tribu F; représente I'information disponible a la date ¢, I’aléa
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provient seulement de S, donc
Fi=0(S,,r<t),

la mesure de probabilité P est alors appelée probabilité historique.
Pour s’assurer qu’un tel modeéle est bien défini, il nous faut résoudre 'EDS de Black

- Scholes.

Théoréme 2.4.5 L’EDS (2), admet une unique solution qui est donnée par :

2
Sy = Sy exp {BIB%t + (a — %) t} , pour tout t € [0,T] .

Sy est un processus d’Ité avec Ky = aS et o4 = [5S5.

Preuve. Vérifions tout d’abord que la solution proposée vérifie 'EDS en appliquant

la formule d’Ito a f (¢,B;) avec :

f(t,z) = Spexp [ﬁw <a—%2) t] )

On obtient :

df (t,B) = f; (t,B,) dt + f. (t,B;) dB, + %fww (t,B) d (B),

B2 g
- (a _ _) (6, Be)dt + BF (t,By) dB, + = f (¢, By) di

2
B2 B
=af(t,By)dt — ?f (t,B;) dt + Bf (t,B;) dB; + ?f (t,By)dt,

ce qui se réécrit donc :

dSt = OZStdt + ﬁStd]Bt
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Donc Sy, processus F-adapté est bien solution de 'EDS (2). m
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Conclusion

Le but de ce mémoire était d’étudier 'intégrale stochastique, considérée comme un
élément essentiel dans I’étude des processus stochastiques tels que le mouvement
Brownien et d’autres phénomeénes stochastiques. Pour expliquer ce mémoire, nous
avons présenté deux chapitres, le premier traitant des fondements généraux des pro-
cessus stochastiques, suivi d’une discussion sur l'intégrale stochastique sous ses di-

verses formes.
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Annexe : Abréviations et

Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont

expliquées ci-dessous :

(Q, F,P) : Espace de probabilité.
(Q, F (Fo)ier ,IP’) : Espace de probabilité filtré.
(X), Variation quadratique (crochet stochastique) de X.

L2 : L’espace des fonctions de carré intégrable.

L’espérance conditionnelle de la variable aléatoire

E[X\B]
X sachant B.
(Ft)i0 : Filtration.
(Q,F) : Espace mesurable.
P : Une probabilité sur espace mesurable.
Q : Ensemble non vide.
F : Une tribu (c-algebra en Anglais).
Cov(X,Y) : Covariance mathématique du couple (X,Y).
Var(X) : Variance mathématique.
(By)i>0 : Un mouvement Brownien.
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