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Introduction

Au cour de ces derniers siecles I’étre humain a connu un grand dévelop-
pement dans tous les domaines de science : physique, chimie, biologique,
électronique et autre, et tous développements n’a jamais été possible si ce n’est la
matiére la plus importante celle des mathématiques, cela est di & leur importance
et & leur utilisation comme un outil de calcul dans tous ces domaines. D’ailleurs la
plupart de ces phénomeénes pourraient étres modélisés par des équations différen-
tielles ordinaires. Dernierement, un nouveau type d’équation connu sous le nom :
équations différentielles stochastiques (EDS), est apparu, par rapport aux équations
différentielles ordinaires, les équations différentielles stochastiques prennent en consi-
dération le terme de bruit. Ce type d’équation joue un roéle trés important en raison
de ses larges applications [[1];[2];[3];[4]] dans la modélisation des problémes phy-
siques, biologies, chimies, écologies, traitement du signal, mouvement de particules
dans la mécanique quantique, phénomeénes de diffusion, mathématique financiéres et
les théories de commande. Pour cela, on a choisi dans ce mémoire I’étude des équa-
tions intégrales stochastiques de Volterra (EISV). Ils sont un type spécial d’équations
intégrales. Ils représentent des modéles intéressantes de dynamique stochastique avec

mémoire, qui ont des applications par exemple en ingénierie, biologie et finance.

Dans un espace de probabilité filtré complet (Q, F, (]—'t)tzo , P) sur lequel on définit
un mouvement Brownien standard d dimensionnel B; et on note (F;),, sa filtration

naturelles i.e : (F;),~o = 0 (Bs, s < t), équation différentielles stochastique de type



Introduction

d’Ito, on parle du probléme de la valeur initiale suivant :

dX, =0b(t,Xy)dt+ o (t,X;)dB
r=bhX) (t, X) B, V€ [0,T]. (1)
XO =X
Les résultats standard concernant I’équation peuvent étre trouvés dans de nom-

breux livres. On sait que ’équation a la forme intégrale suivante :
t t
Xt:a:—l—/ b(s,Xs)ds—l—/ o(s,X,)dB,,Vt €10,T]. (2)
0 0
Cela nous suggere naturellement que ’on peut considérer la forme intégrale suivante :
t t
X, = (t) —|—/ b(t,s, X,)ds —1—/ o (t,s, Xs)dBs,Vt € [0,T]. (3)
0 0

Ce qui précede est référé a nous comme une équation intégrale stochastique de Vol-
terra, pour certaines études systématiques (méme pour des cas plus généraux) ont
était effectuées dans la littérature (voir ([9]) et ([I1]) par exemple). Il est claire
qu’en général on ne peut pas transformer en EDS de la forme (1f), méme si les

coefficients b et o sont lisses.
Ce travail se décompose de trois chapitres :

— Le premier chapitre, est un rappel sur le calcule stochastique : martingale, mou-
vement Brownien et formule d’It6 et quelques inégalités.

— Le deuxiéme chapitre consiste & étudier les équations différentielles stochastique :
existence et unicité de la solution, en utilisant la méthode d’itération de Picard et
aussi on donne quelques example dans le cas linéaire ol on a une solution explicite.

— Le troisiéme chapitre est consacré a 1’étude des équations intégrales stochastiques
de Volterra, dans la section 1 de ce chapitre nous étudions la transformation inté-

grale de I'intégrale stochastique, nous avons donner les inégalités maximales pour
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ce type d’intégrale qui sont nécessaires dans la suite. Dans la section 2, nous avons
établer I'existence et 1'unicité des solutions pour ce type d’équation dans le cas

lipschitzien ot nous avons utilisé la méthode d’itération de Picard.



Chapitre 1

Rappel sur le calcul stochastique

1.1 Filtration et processus stochastiques

1.1.1 Filtration

Définition 1.1.1 Soit (2, F, P) un espace de probabilité, une famille de sous o—algébre

(tribus) (Fi),e; de F est une filtration si c’est une famille croissante, au sens ol
F.CFCFVY0<s<tel

Le quadruplet (Q,}", P, (]—"t)tef) est appelé la base stochastique (ou espace de proba-

bilité filtré)

— Il faut comprendre F; comme "l’information au temps t" plus le temps croit (s < t),
plus on a d’information (Fs C Fy).

— Un filtration {Gy,t € 1} est dite plus grosse que {Fy,t € I} si Fy C Gy, t € 1.

— Une filtration est dite normale si elle vérifie les propriétés supplémentaires.

— Les négligeables au sens large sont dans tout F; :

PA)=0=Ac F,



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

— La filtration est continue a droite :

=Fi+ = ﬂf

s>t
1.1.2 Processus stochastiques

Définition 1.1.2 Soit I = [0,T] pour T € [0, +00] ou I = [0,400[. une famille de
variable aléatoires X = (X;),.,; avec Xy : 2 — R est appelée un processus stochastique

avec indice ’ensemble 1.

Remarque 1.1.1 1l y’a deux différents aspects dans le processus stochastique X :

— La famille X = (X;),.,; décrit des fonctions aléatoires par

w = g(w) =X (w) = (Xe (w))e; »

la fonction g (w) est appellée la trajectoire de X.
— La famille X = (Xt)te ; décrit un processus qui est par rapport au temps t une

famille de variable aléatoire donée t — X,.

Définition 1.1.3 Soit X = (X;),.; et Y = (Y}),.; des processus stochastique dans

(Q, F, P), les processus X et'Y sont dit indistinguables si et seulement si
P(X;=Y,tel)=1.

cette définition exige que l’ensemble {w € Q : X; (w) =Y, (w),t € I} est mesurable.

Ce n’est pas le cas en général.

Définition 1.1.4 Soit X = (X;),.; et Y = (Y}),.; des processus stochastique dans

(Q,F, P), les processus X et'Y sont modification l'un de 'autre si

P(X,=Y)=1tel

5



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

Définition 1.1.5 Deux processus X et'Y sont dit equivalents s’ils ont la méme loi,
on écrira

X =Y.

Définition 1.1.6 Soit X = (X;),.; un processus stochastique.

1. Le processus X est continue sit — X, (w) est continue Yw € Q.

2. Le processus X est cadlag (continue a droite, limité o gauche) si t — X, (w)

est continue a droite et a des limites a gauches Yw € €.

3. Le processus X est caglad (continue & gauche, limité a a droite) sit — X; (w)

est continue a gauche et a des limites a droite Vw € ).

Définition 1.1.7 Soit X = (Xy),.; et Y = (Y}),c; des processus stochastique dans
(Q,F,P) et (Q,F', P') respectivement, alors X et'Y ont la méme distributions (loi)

fini-dimensionnelle si

P((th,...,th) € B) = Pl((iftu 7}/1571) € B)’

VO<t;<..<tp, n=1,2,... et B€ B(R").

Proposition 1.1.1 1. 8i X etY sont indistinguables alors ils sont modification

['un de lautre, la réciproque n’est pas vraie en générale.

2. §i X etY sont modification l'un de l'autre. alors ils ont la méme distribution

(loi) fini dimensionnelle. La réciproque et fausse.

Proposition 1.1.2 Un processus progressivement mesurable est adapté. (tout les
autres implications entre prog-mesurable, mesurable et adapté ne sont pas vraies en

générale).

Proposition 1.1.3 Un processus adapté tel que toutes les trajectoires sont continues

a gauche (ot a droite) est progressivement mesurable.

6



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

Proposition 1.1.4 Supposons que X et Y sont modification l'un de ’autre et que
les tragectoires de X et'Y sont continue a gauche (ou continues a droite) alors les

processus X et'Y sont distinguables.

Définition 1.1.8 Un processus X est dite a accroissements indépendants si on a :

1. XOIO,P.S

2. Vn > 1,Vty, .. t, € Ry, tel que VO <ty < ... < t,, les variables aléatoires
Xy, (X — X)) 5 ons (th — thfl)

sont indépendantes.

1.2 Exemples de processus stochastique

1.2.1 Mouvement Brownien

En 1828, des scientifiques ont observé un mouvement brownien bidimensionnelle Ro-
bert Brown disperse le pollen dans ’eau. Plus tard, Bachelier a utilisé la fonction
brownienne unidimensionnelle, en 1900 Albert Einstein a modélisé les marchés finan-
ciers en 1905. La premiére preuve rigoureuse (mathématiquement) de son existence

est introduit par Norbert Winer en 1921.

Proposition 1.2.1 1] existe un espace de probabilité (Q2, F, P) est un processus M =
(M}),5o avec Mo =0 tq
i) (M), est continue.

ii) Pour tout 0 < s1 < s < ... <5, < § <t < o0 la variable aléatoire M; — M est

indépendante de (Ms,, ..., My, ) (accroissements indépendantes).
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iii) Pour tout 0 < s < t < oo, on a My — Mg ~» N (0,t —s) (accroissements

stationnaires).

Définition 1.2.1 Un processus satisfaisant les propriétés de la proposition précé-

dente est appelé mouvement brownien standard.

Proposition 1.2.2 Soit B un mouvement brownien alors presque sirement on a :

a) t — B, (w) nlest pas différentiable en aucun point t.

b) t — B, (w) n'est pas & variation finie en aucun point t.

Théoréme 1.2.1 Un processus B est un mouvement brownien sst, c’est un processus

Gaussien continue centré de fonction de covariance

cov (By, Bs) = E (ByBs) = s A\ t.

1.2.2 Martingale et temps d’arrét

Définition 1.2.2 (Martingale a temps continue) Un processus (X;),, @ valeurs

dans R? est une martingale par rapport & la filtration (ft)tzo St :

1. X; est intégrable , i.e :

2. X, est Fy—mesurable, i.e :adapté par rapport & la filtration (F;),q -

3. Vs <t
E X/ F] = X.

Définition 1.2.3 Soit (Xy),.; un processus (F;),.; —adapté et tel que E|X;| <

oo, Vt >0
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1. X est appelé sous-martingale s1 ¥V 0 < s<tel ona
E[X;/F > X;. p.s.

2. X est appelé sur-martingale siV 0 <s<tel ona
E[X:/Fs] < Xs. p.s.

Définition 1.2.4 Soit (X)) une (Fi) e 7 —martingale a trajectoires continues.

Alors, pour tout p € [1,+o0] :

E ( Sup ‘Xt‘p> < %E(’Xt‘p)-
p_

te[0,T

Définition 1.2.5 (Temps d’arrét) Un temps d’arrét T par rapport a la filtration

(Ft)s0 est une application T : Q) — R, tel que :
VieRy {7 <t} ={we Q/r(w) <t} e F.

Définition 1.2.6 (Martingale locale) Un processus cadlag adapté X = (X;)

t>0

est une martingale locale s’il existe une suite de temps d’arrét (1,,), .y croissant vers

Uinfinie telle que Vn € N le processus arrété X™n soit une martingale nulle en 0, e.i

XU:O.

1.3 Intégrale stochastique

On cherche maintenant a définir la variable aléatoire

t
/ 0sdBs,
0

9



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

quand {6, s > 0} est un processus stochastique, le caractére aléatoire de  (variable
aléatoire) exiger des conditions supplémentaires par rapport au cas de U'intégrale de

Wiener.

On note {]—"tB } +>o la filtration naturelle du mouvement brownien B.

Définition 1.3.1 On dit que {0;,t > 0} est un bon processus s’il est (ftB) —adapté,
caglad et si
t
E {/ dis] < +oo pour tout t > 0.
0
1.3.1 Propriétés de l’'intégrale stochastique
1) Linéarité

Pour t > 0,a,b € R et 6!, 0% bon processus on a :

t t t
/ (ab; + b6?2) dB, :a/ egster/ 02dB,.
0

0 0
2) Additivité

Pour 0 <s<u<t<T

t u t
/HudBu—/ GudBu—i—/ 0.,dB,.

3) Propriétés de martingale

Pour tout bon processus 6, les processus
t— It (6) y

et

t
t— I, (0)° —/ 0%ds,
0

10



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

sont des (]-"tB ) —martingale continues.

On a donc, Vs <t

E[1,(0) /7] = 1.(0),

et

E[1,(6) - 1, (6) /FP] = 0.

S

On montre également que

E[L(0) = 1,(0)° /FF] = B [(L (9))" — (L, (0))" | F/]
=F Ut Hidu/}"f] :

1)

Si (0t),c(0,7) €st un processus F;—adapté et

t
E {/ |95|2 ds} < +00,
0
t 2 t
/ 0,|*dB,| | <4E U |03\2ds] .
0 0

on a l'inégalité

E

sup
0<t<T

5) Isométrie

2

E

(/Otesst) :E{/Otegds].

11



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

1.3.2 Processus d’Ito

Définition 1.3.2 (Processus d’Itd) Un Processus d’Ito est un processus de la forme :

t t
‘v’OﬁtﬁT:Xt:xo—F/ b5d8+/ o,dBy; P —p.s,
0

0

ou x est Fo—mesurable, b et o sont deux processus progressivement mesurable véri-

fiant :
t
/ |bs|* ds < +o0,
0

et

t
/ |lo|* ds < 400, P — p.s.
0

On écrirt généralement le processus dlté en utilisant la forme différentielle suivante :

dXt = btdt + O'tdBt.
XO = X9-

Le coefficient b s’appelle dérive (drift) et o s’appelle le coefficient de diffusion (ou

volatilité).

Remarque 1.3.1 i) La décomposition d’un processus d’Ité est unique.

t
t—>/ bsdos,
0

est la partie a variation finie de X, et le processus

t
t—>/ 0sdBs,
0

est la partie martingale de X (martingale locale).

ii) Le processus

12



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

1.3.3 Formule d’Ito6

Théoréme 1.3.1 (Premiére formule d’It6) On suppose f de classe C?%. Alors

F (X, (o) /f D dX, + = /f” X),
f (o) /f D dX, + = /f” o2ds.

Théoréme 1.3.2 (Deuxiéme formule d’Itd) Soient X un processus d’Ito et f
une fonction définie sur RT™ x R de classe C' par rapport a t et de classe C? par

rapport a X, on a

f(t, X)) = f(0,10) —l—/ fi (s, X,)ds +/0 fi(s, X)) dX,

/ d(X,X),

= £ (0, ) +/0 fi (s, Xs)ds —I—/O fi(s, Xs)dX,

1 t
+ = / (s, X,) o2ds.
2 Jo

on peut écrire cette formule sous forme différentielle :

df (t, X;) = {ft (t, X¢) + = f;’m (t, X;) o2 | dt + f. (t, X;) dX;.

1.4 Reésultats utiles

1.4.1 Inégalités maximals

On a souvent besoin de majouration d’intégral stochastique. L’inégalité de Doob

conduit a :

13



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

Proposition 1.4.1 Soit 0 un bon processus alors

2

t 2 T T
Elsup / GSdBS] < 4FE [ / esst} =4F { / Gids}.
t<T Jo 0 0

1.4.2 Inégalité de Burkholder-Davis-Gundy (BDG)

On a

2

E

sup
te[0,7)

/Ota(s,xs)st <CE Uot |J(s,x3)|2ds} :

ou C est constante positive.

1.4.3 Inégalité de Holder

Soient p, q € [1, +o0o[ des exposante conjugués i.e
1
-+-=1

p q

Si f, g sont des applications mesurables, alors :

Ifglly < A1, lglly »

quand p = g = 2 I'inégalité de Holder donne 'inégalité de Cauchy-Schwartz, i.e

1Fglly < If1l2 llglly

1.4.4 Lemme de Gronwall

Soit ¢ : [0,7] — R une fonction continue tell que, pour tout ¢ :
t
g(t) < a—l—b/ g(s)ds,a e R;b >0,
0

14



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

alors pour tout ¢ :

g(t) <aexp(bt).

1.4.5 Inégalité de Cauchy-Schwartz intégrable

En se plagant sur E : C ([a, b],R) avec a,b € R? muni de produit scalaire

(f,9) /f

on obtient : Vf, g € C ([a,b],R)

/V Iﬁ<¢/ﬂ ﬁx¢/

1.4.6 Lemme de Fatou

Soit (fy),ey Une suite positive, alors :

/(%ILMEOffndM) <hm1nf/fndu)

1.4.7 Inégalité de Tchebychev

Soit X une variable aléatoire positive définit sur (2, F, P), alors pour tout o > 0 :

15



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

1.4.8 Inégalité de Kolomogorov

Si (X5),cy est une martingale de carrée intégrable et A > 0, on a pour tout n > 1:

1
P Xl >N << —
(éﬁiEn’ f = )—A2E<Xz>

Lemme 1.4.1 (Borel Cantelli) Soit (A,), .y une suite d’évenement aléatoires, on

définit :

limsupA,, = ﬂ U A,.

p n>p

1. Sila série Y, P (A,) < oo, alors
P <lim supAn> =0.
2. Si la suite est indépendante, alors

Z P(A,) =00=P (lim supAn) = 1.

16



Chapitre 2

Equations différentielles

stochastiques

2.1 Equations différentielles stochastiques

es équations différentielles (standard) gouvernent de nombreux phénomeénes
Ldéterministes. Pour prendre en compte des phénomeénes aléatoires, formel-
lement on doit prendre en compte des « différentielles stochastiques », ce qui trans-
forme les équations en équations différentielles stochastiques (EDS), ils sont des
généralisation d’équations différentielles qui sont gouverner de plusieurs phénomeénes
déterministes en physique, biologie d’évolution perturbée par un terme aléatoire.
On étudie 'existence et 1'unicité d’une équation différentielle stochastique a coef-
ficients Lipschitziens on donne quelque propriétés sur les solutions des EDS, avec

quelque example ot a une solution explicite dans le cas linéaire.

17



Chapitre 2. Equations différentielles stochastiques

Notations et définitions

Définition 2.1.1 Une équation différentielle stochastique (EDS) est la forme :

dXt =b (t, Xt) dt +o (t, Xt> dBt,
(2.1)
XO =,

ol sous forme intégrale

t ¢
X, =x+ / b (s, X)ds +/ o (s, X) dBs, (2.2)
0 0

Remarque 2.1.1 :

~b=[0,T] x R? — R? (la dérive) et o = [0,T] x R? — R>™ (la coefficient de
diffusion) sont deux fonctions mesurables bornées ot T' un réel strictement positive
et d,m € N.

— x € R une condition initiale.

Définition 2.1.2 (Solution d’une EDS) On appelle solution de I’EDS la

donnée de

a) un espace de probabilité filtré complet (Q, F, <ft>t20 , P) satisfaisant les conditions
habituelles.

b) un (F;),», mouwvement brownien B = (B'...B™) a valeur dans R".

¢) un processus X = (Xl, ...,Xd) continue (F),>, adapté a valeurs dans R? tel que
soz’t vérifiée, c’est a dire, coordonnée par coordonnée, pour tout 1 <1 <d

on a :

t m t
it [ s X)ds+ S [ s.X0) dB]
0 j=1 0

Lorsque de plus Xy = xo € RY, on dira que le processus X est solution de .

18



Chapitre 2. Equations différentielles stochastiques

2.2 Existence et unicité de solution

Comme d’habitude pour les équations différentielles, les notions d’existence et d’uni-
cité sont essentielles. Dans le contexte des EDS, il existe plusieurs types d’existence

et d’unicité des EDS. Dans toute cette section, on considére I'EDS (2.1)).

Définition 2.2.1 (Existence, unicité des EDS) Pour [’équation , on dit qu’il
Y a
1. existence faible si pour tout v € RY, il existe une solution de .
2. existence et unicité faibles si de plus toutes les solutions de ont méme los.
3. unicité trajectorielle si, I’espace de probabilité fitré (Q, F, <~7:t>t20 , P) et le mou-

vement brownien B étant fixés, deuzx solutions X et X' de[2.1 telles que X; et

X| sont indistinguables.

On dit de plus qu'une solution X de ([2.1)) est une solution forte si X est adapté par
rapport a la filtration canonique de B. Il y a unicité forte pour (2.1)) si pour tout

mouvement brownien B deux solutions fortes associées & B sont indistinguables.

Remarque 2.2.1 Il peut y avoir existence et unicité faibles sans qu’il y ait unicité
trajectorielle. Pour voir cela, on considére un mouvement brownien

(Bt);>o @ partir de My =y on pose :

t
Mt:/ sign (Bs) dBs,
0

ol
1 st x>0
sign (x) =
—1 st <0
puisque
sign® () =1
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alors (M) est bien défini et (M;) est une martingale local a trajectoire continue et

que

(M,M)t:/O sign (Bs)* d (B, B),

t
:/dSZt,
0

Par le théoréme de Lévy, (M) est un mouvement brownien. On voit alors que M,
est unesolution de I” EDS

dX; = sign (X;) dB,

(2.3)

XO = O
(M) est solution de cette équation. on voilt que toutes les solutions de cette équa-
tion sont des mouvements browniens et soit égaur en loi (on a existence et unicité
faibles), mais (3) n’est pas vérifiée. Le processus (—M,) est une aussi solution de
l ’équatz’on

on a

P[M, # —M] = P[2M, # 0]

=1— P (2M, #0)
=1-P(M,=0)
=1,

alor (My) et (—M,;) ne sont pas indistinguable.

Théoréme 2.2.1 (Yamada-Watanabe) FEzistence faible et unicité trajectorielles
impliquent unicité faible. De plus, dans ce cas, Pour tout espace de probabilité filtré
(Q, F o (Ft)is0 P) et tout (Ft),o mouvement brownien B, Il existe pour chaque x €

R? une unique solution fort de .
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2.2.1 Cas Lipschitzien

Dans tout la suite, on suppose remplies les conditions suivantes :

Hypothéses lipschitziennes Les fonctions b et ¢ sont continues sur R, x R? et
lipschitziennes en z, i.e il existe une constante k € ]0, 00| telle que pour tout ¢ > 0
et 7,y € RY:

b(t,2) =b(t,y)] < klz—yl,
o (t, ) —o (t,y)| <klz—yl,

et

/Ot (b(t ) + o (¢ ,0)[3) dt < +oo,

pout tout T ou |b| et |o| représentent la norme du vecteur b et de matrice o : on a

alors

Théoréme 2.2.2 (Cauchy Lipschitz pour EDS) Sous les hypothéses lipschit-
Ziennes, on a a une unicité trajectorielle. De plus, pour tout (}-t)tzo mouvement
brownien B et tout espace de probabilité filtré (Q, F, <~7:t>t20 , P), il existe pour chaque

r € R? une unique solution forte.

Remarque 2.2.2 On peut affaiblir ’hypothése de continuité en t, qui n’intervient
essentiellement que pour majorer sup |o (t,z)| et sup |o (¢, )]

t€[0,T] te[0,T]
pour x fixé : on peut” localiser" I’hypothése lipschitzienne sur b et o, ensuite on doit

maintenir la condition de croissance sous-linéare :
BEX) S EA+IXD) o (ha)] < k(1+]X).

Comme pour les équations différentielles (ordinaires), la croissance sous-linéaire pré-

went explosion de la solution de I’EDS.
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Preuve. (Unicité trajectorielle et existence forte)

!’

Unicité trajectorielle : On considére deux solutions X et X’ de (2.2)) avec Xy = X,
qui sont dans le méme espace et ont le méme mouvement brownienne B. Pour M > 0

fixé, on considére le temps d’arrét

T:inf(t20:|Xt]2M, ‘Xt'

> M) .
D’apres 2] on a alors pour tout ¢t > 0 :

tAT AT
X — X+ / o (s, X,) dB, + / b(s, X,)ds,
0 0

tAT tAT
X, =X, + / o (s, X!)dB; +/ b(s,X!)ds,
0 0
on considére t € [0, 7], Par différence, comme X, = X et comme X, X, sont bornées
par M sur ]0,7], on a
tAT
Xow = Xpp = [ 0(s.X) ~ o (s, XD B,
0
tAT
+ / b(s,Xs)—b(s,X.)ds,
0
on utilisant la majoration
(z+y) <2(2* +47),

on obtient

2

E [(XW - X;Mﬂ <2 (E UOW o (s, Xs) — o (s, X") dBS,D

</OtATb(s,Xs) . b<s,X;)ds,)2] ,

+ B

22



Chapitre 2. Equations différentielles stochastiques

et par I'isométrie et I'inégalité de Cauchy Schwartz, on a :

E [(XW —X{AT)Z} <2 <E [(/OWU(S,XS) - a(s,X;)2d5>D

+ 2T <E UOW b(s,Xs)—b(s, X)) dsD

Les hypotheses lipschitzienne
tAT
E [(XMT - X;AT)2] <2K*(1+T)E [/ (Xs — X;)Q] ds
0
t
<2*(1+T)E { / (Xppr — X;AT)z] ds.
0

Si on pose

h(t)=E Uot (Xinr — X,;M)Q} et C=2k2(14T1T)

alors on a établi que h vérifie pour ¢ € [0,7] :

h(t)gC/th(s)ds.

De plus, par définition de 7, la fonction h est bornée par 4M?, I'inégalité de Gronwall

(lemme Gronwall), S’applique avec v = 0 et b = C, on obtient h = 0, C’est a dire
Xinr = X[\, DS
Enfin, en faisant M — 400, on a 7 — 400 et donc
Xi=X, ps.

Les processus X et X' sont des modification a trajectoires continues, ils sont donc

indistinguables, ce qui prouve ['unicité trajectorielle, X existence fort : Nous utilisons

23



Chapitre 2. Equations différentielles stochastiques

une méthode d’approximation de Picard pour traiter les équations différentielles pour

cela, on pose

X) =z,
¢ ¢
Xt1:x+/ a(s,x)dBS—i-/ b(s,z)ds,
0 0
t ¢
X2 H/ o (s, X1) dB, +/ b (s, X)) ds,
0 0
P= (2.4)

t t
X! =x+ / o (s, X' ") dB, + / b(s,XI")ds.
0 0

I'intégrale stochastique ci dessus sont bien définie puisque par récurrence, on constate
que, pour chaque n, X]' est continue et adapté donc localement borné si bien que
le processus o (s, XI'), 'est aussi (hypothése lipschitzienne) et I'intégrale correspon-
dante bien définie.

On fixe maintenant 7' > 0. et on raisonne sur [0, 7], on prouve par récurrence qu’il

existe C,, tel que pour tout ¢ € [0, 7]
E[(X})] < Cu. (2.5)

Premiérement, ([2.5)) est immédaite si n = 0 avec Cy = 22, puis on suppose que ([2.5))

est vraie au rang n — 1
o (s, 9)] < C+klyl, s€0,T],yeR (2.6)

b(s,9)] < C+klyl, se€[0,T],y cR

24



Chapitre 2. Equations différentielles stochastiques

Noter que par la croissance sous-linéaire de o et ’hypothése de récurrence ([2.5)), on

a
t
E [/ o (S,Xf_l)zds} < +o00
0
on a donc
t 2 t )
E (/ o (s, X'71) st) =F [/ o (s, X'1) ds] .
0 0
on a

t t
X::/ o (s, X" dBS+/ b (s, X271 ds
0 0

en utilisons I'inégalité majore
(r+y+2)?<3@+y*+27),
on obtient

E[(x7)] <3 (]xﬁ +E

(/Ota (s, X7 st)2
([ ey

par I'inégalité de Cauchy Schwarz, I'isométrie dans L?

)

+E

E[(XM)Y] <3 <|m|2 +E [/Ota (s,XQ‘I)QdBSD
+E {/Otb(s,Xg‘l)st}
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(hypotheses lipschitzienne)

<3 (|9:|2 +2(147T).E Uot (K 4+ k2 (X1 dsD

<3|z 2T (1+ 7). ((k:’)2 + k2cn_1> ,

ce qui établit 2.5 pare récurrence.
La borne [2.5] et la croissance sous-linéaire de ¢ assurent alors que, pour chaque n, la

martingale local

t
/ o (s, X")?dB,.
0

est une vraie martingale bornée dans L? pour tout n. on utilisera ce ci pour majorer
par récurrence.

E [ sup | X7t — Xxp|*|

0<t<T
On a
t
XM X = / (o (s, X7) — o (s, X)) dB,
0
t
+ / (b(s, X)) —b(s, X)) ds,
0
d’ou

2
E | sup |Xf+1 —Xfﬂ <2F

0<s<t

/0 (0 (r, X)) —o (7“7 Xsn_l)) dB,

|

sup
0<s<t

/0 (B X" — b (r, X)) dr

+ sup
0<s<t

mégalité de Doob
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<8E Uot (o (r, X" — o (r, Xﬁ‘l))er}

(/Ot b(r, X)) —b(r, X ") dr>2]

Inégalité de Cauchy — Schwartz

+2F

<8E Uot (o (r, X" — o (r, X?‘l))er]
+2tE Uot (b(r, X") — b (r, X2 1)) dr]

< 8E Uot (o (r, X") = o (r, Xﬁ‘l))er]

+2TE Uot (b(r, X1 — b (r, X771))? dr]

hypotheses lipschitziennes

t
<2(4+T)KE [/ X — Xﬁ1|2dr}
0

¢
<Cp.E [/ sup |XZZ - Xﬁ_l‘er} :
0

0<u<r
avec
Cr=24+T)kK,
posons
t
n n— 2
gn (1) :=FE {/0 Sup | X7 — X0 } . (2.7)

Ainsi on vient de montrer que

gnin () < Cr /O o () dr- (2.8)
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D’autre part, Vn, g, est bornée sur [0,7].

En effet, en utilisons ([2.5)) pour n > 1:

gn(r) < E [ sup |X;‘ — X3_1’2]

0<u<r

<E { sup (2 (XM)? 42 (X{j‘l)2>] (2.9)

0<u<lr

<2(C,+Ch1)

d’apres on a
g1 (t) <2(C1 + Co) = O

une récurrence simple sur (2.8)) donne :

/ "
gu (1) < Cr (Cr)" ™
Et, en vertu du critére de D’alembert, on obtient
s 1
D gn(T)2 < 0,
n=0
comme
(e, ] (e, ]
> sup | X - X7|| < sup | X — X7
“0 0<t<T 5 noo ll0t<T 9
e 1
= Z gn (T)2 < o0,
n=0
cela entraine que p.s
o0
Z sup | X[ — X]'| < oo,
0 0<t<T

et donc p.s la suite (X}'),c( ) converge uniformément sur 0,77 vers un processus

limite (Xt)te[o 7] qui est continue. Comme par récurrence , chaque X" est adapté par
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rapport a la filtration canonique de B, X 'est aussi. Les estimations ([2.7]) établissent

aussi que pour m > n

0o 2
E { sup |Xt_th|2:| < <ng (T)§> — 0

0<t<T [

et on en déduit que

t

t
/O'(S,Xs)dBSZ lim o(s,X")dB, dans L?
0

n—-4o00o 0

finalement,

([ 70— o008

2

E

— | [ X)X 0

t
<FE (18/ X, — Xg|2ds)
0

< TK’E [ sup |X; — Xt"\2] — 0

0<t<T

et on procede de la méme maniere pour b.
En passant a la limite dans I’équation de récurrence pour X" 2.7, on trouve que X

est une solutions (forte) de[2.2{sur [0,7]. m

2.3 Exemples sur les EDS

Exemple 2.3.1 (Equations Black et Scholes)

Il s’agit d’un cas particulier : b(t,x) = bx et o (t,z) = ox i.e

dXt = bXtdt ‘I— O'XtdBt, (2 10)

Xo = @,
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cette EDS modélise l’évolution du cours X soumis a un taux d’intérét b et o une
perturbation stochastique o X,dBy.

Dans un contexte financier, le coefficient de diffusion o et appelé volatilité, noter
que la partie déterministe de l'accroissement de X; (bX;) et sa partie aléatoire (0 X;)
sont tout les deux proportionnelles a la valeur courante, X; la solution. X (.) est un

cas particulier de (2.10
o2
Xt = T €Xp (bt — 7t + UBt) )

on retrouve le mouvement brownier géométrique.

Exemple 2.3.2 (Equation de Langevin) L’équation de Langevin qui est sous la

forme :

XOI.’L',

pour Xo donné [’équation de Langevin posséde une unique solution appelé processus

Ornstein-Uhlenbeck est donné par
t
Xy =xexp(—b) + 0’/ exp (B;) dB
0
sans le terme odBy, I’équation devient
dXt == —bXtdt
dX;

t
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t X t
Q:/ —bdt
0 Xt 0

= In(X;) —In(X,) = —bt

= X; = Cexp (—bt),

d’ot sa solution est

X = Cexp(—bt),

pour tenir compte du terme By, on fait varier la constant C
dC (t) exp (—bt) — bC (t) exp (—bt) dt = dX; = —bX;dt + odBy,

dC (t) = o exp (bt) dB;
/Ot dC (#) = /Otaexp (b,) B,

t
C(t) =0 +/ o exp (bs) dBs,
0

alors la solution de [’équation

t
X = zgexp (—bt) + / ogexp (—b(t —s))dBs.
0

2.4 Type d’équations différentielles stochastiques

2.4.1 Equations différentielles inhomogénes en temps

L’équation différentielle stochastique suivante :

t t
X (t) = xo +/ f(Xs, s)ds +/ g(Xs,s)dBs,t >0 P.s (2.12)
0 0
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est dite équation différentielle stochastique inhomogéne en temps, f et g dépendent

du temps.

Théoréme 2.4.1 Si f et g : RT™ — R sont continues (conjointement ent et enx ) et

lipschitziennes en x, alors il existe un unique processus. X (t) solution de l’équation

(2.19), X (t) est un processus d’Ito.

2.4.2 Equations différentielles homogénes en temps

L’équation différentielles stochastiques suivante :

Xy =z+ /tf (X5)ds + /tg (Xs) dBs (2.13)

est dite équation différentielles homogénes en temps, f et g ne dépendent pas du

temps.

Théoréme 2.4.2 Soit (Q, F (Ft)0 P) un espace probabilité filtré, et F;-mouvement
Brounien B;. J € R et f,g : R — R sont lipschitziennes. alors il existe un unique

processus (X, t > 0) continu et adapté a F; tel que l'équation homogéne en temps
soit vérifie Vt > 0. P.p.s

de plus
E (sup Xf) < 400.
2.4.3 Equations différentielle stochastique linéaire

Soient Xy € R et b,0 : RT — R sont des fonctions continues et bornées 1’équation

différentielle stochastique suivante :

dX; = b () Xsdt + o (1) dB, o1
X (0) = o,
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est dite équation linéaire.

Lemme 2.4.1 Soit l’équation différentielle ordinaire :

d(pi) = b(t) pedt

900:17

La solution (g, t € RT) de l’équation ci-dessus est donnée par

gp(t):exp(/otb(s)ds).

L’équation admet une unique solution forte (X;) donnée par
o
X = X +/ R (s)dBs,t >0
0o P

Preuve.

ft,x)=0b(t)x et g(t,x)=0(t)x

sont continues en (¢, x) et lipschitziennes en x, donc (2.14) admet une solution. On
écrit tout d’abord X; = ;y; d’ot on déduit que :

on a

dXt =b (t) Xtdt +o0 (t) XtdBt

= pydy, + dyy + dpy + 0,

on a

d (puye) = @idys + ydpy + 0

= @edyy + yeb (t) pedt,
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et

dXt =b (t) Xtdt + UtdBt

= b (t) prydt + 01d By,

et comme on a

dXi =d ((Ptyt)

alors
prdy; = o (t) dBt,
dy, = 2 (%) 45,
Ps
t
Ys = T —i—/ J(S)st.
0 Ps
donc
! Pt
Xt = Yo +/ — (3) dBS
0 Ps
]
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Chapitre 3

Equations différentielles

stochastiques intégrale de Volterra

L’objectif de ce chapitre est d’introduire la forme d’une équation intégral stochastique
de Volterra et présenter le résultat d’existence et d’unicité de la solution par la

méthode itérative de Picard.

3.1 Préliminaires

Soient (Q,f , (E)tZO,P) un espace de probabilité filtré complet, B = (B;),5, un
mouvement Brownien de unidimensionnelle et (F;),-, la filtration naturelle augmen-

tée de MB.

Définition 3.1.1 L’équation intégrale stochastique de Volterra est donné sous la

forme suivante :

Xt:z/;(t)+/0 (b,t,s,Xs)der/o o(ts, X)dB Y€ [0.T].  (3.1)
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la forme différentielle comme suite :

do

t db t
04X, = di (t)+/ b S,Xs)ds+/ (15, X.)dB,
T o di

+0(t,t, Xy)dt + o (t,t, X) dB;.

tel que :

1. ¢ (t) est un processus Fi-adapté a trajectoire continu.

(3.2)

2. Le processus stochastique X; est une solution de [’équation sl est Fy-

adapté a trajectoire continu. Vt € [0,T7].

3. b(t,s,x) et o(t,s,z) sont deuz fonctions aléatoire définies pour tout 0 < s <

t<T etxeR

3.1.1 Inégalités maximales

A partir de maintenant, on prend des hypothéses importantes dans tout en long de

ce chapitre, données par :

Hypotheéses

i) 1 (t) est un processus F;—adapté et c.a.d la h.

ii) b(t,s,z) et o(t,s,x) sont Fs—mesurable pour tout s < t.
iii) IM e R : |o (t,s,2)] < M (1 + |z|) .p.s.

iv) IM e R : o (t,s,21) — o (t,s,22)| < M |x1 — 22|, p-5.

v) M e R : |0 (t1,s,2) — 0 (ta,s,x)| < M |ty — to] , p.s.

Premiérement, il suffit d’étudéer le cas ou I'intégrale

¢
L(t)= / o(t,s, Xs)dBs,Vt € 10,T],
0
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est bien définie.

Théoréme 3.1.1 Soit X; un processus F;— adapté avec

sup [X2 (t)] < 00,
0<t<T

alors d’aprées les hypothéses précédentes on a :

t
E [/ ]a(t,s,Xs)\st] < o0,
0

ainst la transformation est bien défini, il est mesurable d’aprés la définition
72

Lemme 3.1.1 5¢

sup E [X* (t)] < oo,
t€[0,T]

alors ['intégrale a version continue.
Preuve. Soit 0 < s <t < T en utilisant une estimation des intégrales stochastique

et les hypotheses (iv) et (v), on a

E[|I(t)-1I(e)|']=E

:E{

t
+ / o(t,s, Xs) dBS

:E{

t
+ / o (t,s, Xs)dBs

t
/ o(t,s, Xs)dBs —
0

t
/ o(t,s, Xs)dBs —
0

/ o(t,s,Xs) —o (e, s, Xs)dBs
0

4

on utilise la majoration

(a+b)* < 8a* + 8b*,
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puis passant a ’espérance, et on utilisons I'inégalité de B.D.G :

4

E[|I(t)—1(e)'] <8E

/ o(t, s, Xs) — o (e, s, Xs)dBs
0

4
+

Y

¢
/ o (t,s, Xs)dBs

2
< 8 x 36F

/ o (t,s,X,) —o(e,s,X,)|*ds
0

|

aussi 'inégalité de Cauchy Schwartz nous donne :

_|_

t
/ o (5, X2)[ ds

E[I(t) - I(e)m <8 x 36F [e /06 o (t,5,X,) —o(e,s, X,)| ds

T (t—e)/€t|a(t,s,Xs)|4ds},

on utilisé les hypothéses (iii) et (v) pour obtenir :

E[|I(t)—1(e)]'] <8x36E [e/ﬂ M* |t — e|*ds
b (t—e) /:M4 (1+Xs]) ds}
< 8 X 36M*E [6/0 it — el ds
+ 8(75—6)/: (1+ X% ds}
< 8 x 36M*(T* +8(1 + oilfTE (X)) (t — e)?
< k(1+ sup E[XI])) (t_—_e)z,

0<s<T

ce qui implique que [ (¢) a une version continue.

Désormais, la transformation intégrale I (t) est toujours considérée comme une ver-
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sion continue, donc si X; (t), (i = 1,2) satisfait

sup E [X} (t)] < oo,
0<t<T

alors on prend :
t
J(t) = / o (1,5, X1 (5)) — 0 (£, 5, Xy (5)) dB., ¥t € [0,T].
0

On a donc le lemme suivant : =

Lemme 3.1.2 Si X, (t),Vi = 1,2 verifies

sup E [ X} (t)] < o0,
t€[0,T]
alors

P /0 o (t,5. X, (5)) — 0 (£, 5, X5 (s)) dB,

sup
te[0,T]

.

2
< MyT?Cy
> 2\

ot My € Ry et

O, = 288M* [ 1672 sup F [|th - X3|2] + sup E [!XE - Xf!4]> :

te[0,T] te[0,7]

Lemme 3.1.3 Si X (t) et Y (t) vérifient

sup E [X*(t)] < oo, et sup E[Y*(t)] < oo,
te[0,T] te[0,T

alors
T 2
MyT=C:
p| sup / o(t,s,Xs)dBs| >\ | > %
tef0,7] |Jo A
ot Cy = 288 M* <T4 +8+8 sup E[X* (s)]) .
s€[0,7T
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3.1.2 Existence et unicité des solutions
Cas lipschitzien
Théoréme 3.1.2 Supposons que o (t, s, x) satisfait les hypothésesi) — v) et b (t, s, )

satisfait les hypothéses i) — iv). Si ¢ (t) est un processus Fy—adapté et continue avec

sup F [1/14 (t)] < 00,
te€[0,7)

alors UEISV(3.1) admet une unique solution. X (t) satisfait

sup B [X? (t)] < oo.
t€[0,7

Preuve. On démontre I'existence de la solution X, en utilisant la suite des approxi-

mations successives de Picard, on définit une suite comme suit :

X0 =4 (t),
XPHh = (6) + [y b(t, s, X2)ds + [y o (t,5,X2) dB,,

on a

t
XpH - Xy = / (b(t, s, X") — b (t, 5, X")) ds
0

+ /t (0 (t,s,X!)—0o (t, S,Xf_l)) dB,. (3.5)

D’aprés la majoration

(a +b)* < 2d° + 20°,
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on trouve :

2

t
X o Xt <2 / (b(t, s, X") —b(t,s, X")) ds

0

2

t
+2 / (o(t,s,X]) — o (t,s, X)) dBy
0

En passant par ’espérance, on obtient :

Pl - xef] <28 [ [ 10050 -0 s xe) aof]

2

t
+2F / (o(t,s, X)) — o (t.s, X)) dB,
0

en utilisant I'isométrie et I'inégalité de Cauchy Shwartz, on trouve :

t
E “X:ﬂ _ thﬂ < 2F {/ (o (t,5,X0) — o (t,5, X)) dsﬂ
0

t 2
L oTE / (b(t,s, X™) — b (1, 5,X71)) ds ]
0

d’aprés ’hypothese (iv), on donne :

t
E UX[L“ - Xt”|2] < 2M*E U X2~ Xglfds}
0
t
+2M*TE U X7 — xotf? ds]
0

t
< 2k/ B {|x0 - x2 ) ds,
0

41

Y

(3.6)
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otk =2(1+T) M2

on utilise ’hypothése (v) on obtient :

El|X - x| <E

<os [ [l s o)F i
2078 [ [ s, 0 ()i
<ors [ [+ 10 F) 4
+ 2M?TE Ut (14 ¢ (s)%) ds]

<2K/ [(1+ 16 (5)]2)] ds

g?ka/ ds
0

< 2kat,

ou

a= sup E[1+¢°(t)] < 0.
te[0,7

on utilise le résultat de (3.7]), on trouve :

2 kt n+1
E [|th+1 o thf} < &
(n+1)!
Maintenant, on suit la méme technique précédente pour majorer
n+1 n|4
B (| - xp[].
On commence par

(a+b)* < 8a* + 8b*,
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on trouve :

t 4
X - xpff| <se / (o (8,5, XT) — o (t,5,X771)) dB,

0

t 4
1 8E /1@@Jgﬁﬂ—b@&Xj4»ds
0
On applique 'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy (BDG) :
4

t
E [‘ng-i-l _ th|4] < 8 x 36E / (O’ (t, s,Xg) — 0 (t, S,X:_l)) dB,
0

i

t
+8E / (b(t, s, X)) —b(t,s, X)) ds
0

D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a :

t
E“w“—xﬂﬂSSx%EP/}wwaX$—o@aX?%NW%
0

+8E {t?’ /Ot [(b(t,s, X") — b (t,s,Xgl))ms] :

a l’aide de I’hypotheses (v), on obtient :

t
£ [’th+1 _ thﬂ <8 x 36E [t/ (M| X7 — X§1|)4ds]
0
t
+8E {t?’/ (M.‘X;‘—Xfl})4ds]
0
t
< 8M*T (36+T2)/ E [(\XS —X?*1|)4d5}
0

t
SD/ B (X2 - X271 as].
0

ou

D =8M*T (36 +T7).
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D’autre part, on utilise ’hypotheses (iii) et la méme technique précedente pour
obtient :

E[1X: (t) — Xo (¢)|'] < 8Dust,

ou

ps = sup E [1+ ¢* (t)] < 0.
te[0,7)

En fin on déduit :

(Dt)™*!
(n+ 1)V

E“XF*-XﬂﬂSSD% (3.9)

Ainsi tout les X; sont bien définis et de plus, ils sont des processus continues
Fi—adaptés grace a la continuité de ¢ ().

En prenant maintenant le sup carrés de (.) ,donc la majoration
(a+b)* < 2a% + 202,

I'inégalité de Cauchy Schwartz et ’hypothése (iv) de la fonction b, nous permet
d’écrire :
2

sup | X[ — Xﬂ2 < 2 sup
t€[0,T] t€[0,77]

t
/ [b(t, 5, X7) — b (t,5, X™1)] ds
0

2

+ 2 sup
te[0,7

t
/ [J (t,s, X)) —0o (t, S,X:_l)] dB,
0

t
< 2 sup t/ ‘b(t,s,X?) —b (t,s,X;l_l){zds
0

te[0,T
t 2
+ 2 sup / [U (t,s, X)) —0o (t, S,X:_l)] dB,
te[0,7] |Jo
t 2
< 2 sup / [a (t,s, X)) —0o (t, S,Xg_l)} dB,
tel0,7] |Jo

T
+ﬂw/ym—mﬂ%&
0
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Chapitre 3. Equations différentielles stochastiques integrable de volterra

alors

P

t€(0,T)

sup | X! — X7| > )\]

< P | sup

te[0,7

t
/ b (t, 5, X7) — b(t,5, X™1)] dB,

2>)\
4

T
+PU X2 — X0 ds > o (3.10)
0

A
4T M?

D’apres le lemme, les intégrales (3.9) et -

2

t
P / [o(t,s,X0) — o (t,s, X")] dBs
0

sup
te[0,T

160, 72288 M
< == (16T2E sup | [ X2 = X277

S
1

t€[0,T]

+ sup [!X;"‘ — X;l_lﬂ)

te[0,7

(3.11)

< \

_ 16MyT2283* (16T22u1 (KT)" |, Sy (DT)”>
n! n! ’

L’application de I'inégalité de Tchebychev au terme :

T 12 A
P X' — X s> —2
UO X - X; § 4TM2]

avec ([3.10]) et (3.11)), on obtient :

g n n— )\ 4TM2 r n n—
PVO X" — X! 1}2d8>4TM2} <= E[/O | X — X! 1‘2d8]

ATM? ET)"
§—><2u2< ) :
A n!

(3.12)

Prenant A = - et utilisant les résultats de (3.12)), (3.11)) et (3.10}), on trouve :

P

c@eT)" C(16DT)" C(4kT)"
_ CUST)" | CI6DT)" , C(4kT)

+1 -
sup |X§ —X?! >27" p o py

t€[0,T]

(3.13)
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puisque le coté droit de I'inégalité (3.13)) est un terme général d’une série convergente,

on applique le lemme de Borel-Cantelli, on trouve :

P | sup | X" =X} >27"n—oo| =0.
te[0,T

Alors les somme partielles suivantes :

i
L

(X = XF) + o) =Xa (1),

>
Il

sont uniformément convergents sur [0,7] avec probabilité égal 1. puisque tout les
X, (t) sont Fy—adaptés et continues. donc on peut indiquer que X (¢) est la limite
uniforme de X, (t). On remarque que X (¢) vérifie '’équation , alors on a prouvé
I’existence de la solution de I’équation .

Pour montrer I'unicité on suppose qu’il existe deux solutions pour I’équation ,

X; et Y, alors :

b(t,s, Xs)—b(t,s,Ys)|ds

+

\N

o(t,s,Xs)—o(t,s,Ys)| dBs.

On utilise la majoration

(a+b)* < 2a% + 207,
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et I'inégalité de Cauchy-Schwartz et ’hypotheése (v) puis passant a I’espérance, on

obtient :

2

E[|X,-Y,’] <2E

/Ot [o(t,s,Xs) — o (t,s,Ys)] dBs

49 /Ot[b(t,s,XS)—b(t,s,Ys)]dSZ
§2E{/Ot [a(t,s,Xs)—o(t,s,Ys)]2st]
+2TE{/Ot [b(t,s,Xs)—b(t,s,Y;)]2ds]

t
§2M2/ E[|X, - Y] ds
0

t
+ 2TM2/ E[|X, - Y,|*] ds,
0
on applique I'inégalité de Gronwall, on trouve :
E[1X, - Y] =0,

alors

Pl|X, =Y =1,vte€[0,T],

puisque X (t) et Y (t) sont deux processus continues, on déduit que :
P HXt = Y;fl ’Vt S [OaTH = ]-7

on conclue que X et Y sont indistinguables. m
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Conclusion

ans ce travail, nous avons essayer d’exposer les deux résultats d’existence et
Dd’unicité de la solution I'un pour 'EDS et 'autre pour ’E'1S de Volterra
dans le cas lipschitzien, en utilisant la méme méthode qu’est I'approximation de
Picard. La déférence entre les deux travaux et que pour I’ 1SV, il a fallut prouver la
continuité de la transformation intégrale de 'intégrale stochastique ainsi que quelque

inégalités maximales pour avoir le résultat d’existence.
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Annexe B : Abréviations et

Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont

expliquées ci-dessous :

R

Rdxm

R,

Pp.s
E(X/F1)
EDS
EISV
MB

v.a

1.e

(Q, F, P)
F = {]:t}tzo

$S1

Espace réel enclidien de dimension d.

Ensemble des matrices réelles d x m.

L’intervalle [0, +oo] .

Presque stirment pour la mesure de probabilité P.
Espérence conditionnelle de la variable aléatoire X par rapport a F;.
Equation différentielle stochastique.

Equation intégrale stochastique de Volterra.
Mouvement Brownien.

Variable aléatoire.

C’est-a-dire.

Espace de probabilité.

Filtration naturelle.

Si et seulement si.

Espérance mathématique du v.a X.

Espace de variable aléatoire.
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Résumé

Le but de ce travail est de présenter la théorie des équations
intégrales stochastiques de Volterra et leur corrélation avec les
équations différentielles stochastiques. Nous avons présenté un
théoreme d'existence et d'unicité pour ce type d'équations dans le
cas lipschitzienne en utilisant la méthode d'approximations
successives de Picard.

Mots clés : intégrale stochastique, transformation intégrale de
I'intégrale stochastique, équation différentielle stochastique,
équation intégrale stochastique de Volterra.

Abstract

The aim of this work is to present the theory of Volterra's stochastic
integral equations and their correlation with stochastic differential
equations. We presented an existence and uniqueness theorem for
this type of equations in the Lipschitz case using Picard's method of
successive approximations.

I Arvs svarAarAe

. stochastic integral, integral transformation of stochastic
integral, stochastic differential equation, stochastic integral equation
of Volterra.
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