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Introduction

Soit (€2, F,P) un espace de probabilité, muni d’une filtration (F;):cjo,r] vérifiant les conditions
habituelles, 7' > 0 un temps fini fixé et Wy = (W})sc(0,71 un mouvement Brownien d—dimensionnel.

On considéré les équations différentielles stochastiques rétrogrades :
dy, = — f(t,ye, 20, we)dt + 2z dW,

ou :

e yr = ¢ : La condition terminale, et Fr—mesurable et de carré intégrable et (y(.), z(.)) la solution

d’équation différentielle stochastique rétrograde ou (y, z) € R™ x R™*4,

e f : Le générateur qui est une fonction progressivement mesurable donnée tel que f est localement

Lipschitz par rapport aux variables d’état y et z.

Les équations différentielles stochastiques rétrogrades, notées EDSR, ont été introduites pour
la premiéere fois en 1973 par J. M. Bismut dans le cas linéaire ([I]). Le premier résultat dans le
cas général a été publié en 1990 par S. Peng et E. Pardoux ([§]). En 1996, S. Hamadene ([4]) est

étudié des EDSR dont le générateur est seulement localement Lipschitzien.

Ce mémoire se compose de deux chapitres :

< Dans le premier chapitre, on présente des généralités sur les processus stochastiques : processus
a accroissements indépendants stationnaires (P. A. I. S), mouvement Brownien, martingale,

formule d’Ito.



Introduction

< Dans le deuxiéme chapitre est composé de deux parties :

e Premiére partie, on va expliquer le résultats d’existence et d’unicité de la solution d’'une EDSR
dont les coefficients sont globalement Lipschitziens. Ce résultat a été obtenu par Pardoux et
Peng en 1990 avec le générateur f non linéaire et une donné terminale de carré intégrable

argument d’approximation.

e Deuziéme partie, on va étudier le résultat d’existence et 'unicité de la solution pour ’'EDSR telle
que le générateur est localement Lipschitzien en (y, z) et la condition terminale est bornée.
Ce résultat a été obtenu par S. Hamadéne Hamadéne en 1996 tel que I'idée de la preuve du

résultat principal est basé sur un argument d’approximation.



Chapitre 1

Calcul stochastique

Un processus stochastique est un modeéle probabiliste permettant d’étudier un phénomeéne
aléatoire au cours du temps. La théorie des processus aléatoires concerne I’étude mathématique de
phénomeénes physiques, biologiques ou économiques évoluant dans le temps, et dont I’évolution est

de caractére aléatoire, c’est-a-dire non prévisible avec certitude.

Dans ce premier chapitre, on donne de définition de processus stochastique et leurs concepts

comme les martingales et processus & accroissements indépendants stationnaires.

1.1 Processus stochastique

Un processus stochastique est un modéle mathématique pour décrire I’état d’'un phénomeéne

aléatoire évoluant le temps.

Définition 1.1.1 : Un processus stochastique X = (X;)ier est une famille de variables aléatoires
X, indexée par un ensemble T. Un processus dépend de deux paramétres : Xy(w) dépend de t (en

général le temps) et de 'aléatoire w € .

i) Poutt €T fizre, w € Q — X; (w) est une variable aléatoire sur l’espace de probabilité (2, P).

ii) Pour w € Q) fize, t € T — X, (w) est une fonction & valeurs réelles, appelée trajectoire du

Processus.



Chapitre 1. Calcul stochastique

Définition 1.1.2 (Mesurabilité) : Un processus stochastique X est mesurable si pour tout A €

B (RY), Uensemble {(t,w); X; (w) € A} appartient & la produit B([0, +oo [) ® F; Uapplication :

([0, +00[xQ, B ([0, +o0 [xF)) — (R, B (R?))
(s,w) — X, (w)

est mesurable.
Définition 1.1.3 : Un processus (Xi),cp, est dit adapté a la filtration (F),cg, st Xy est Fy—mesurable.

Remarque 1.1.1 : Une filtration est une famille croissante de sous tribus de F, c’est-a-dire telle

que F; C F pour tout t < s.

Proposition 1.1.1 Soit X un processus progressivement mesurable, et soit T un temps d’arrét.
Alors la variable aléatoire Xr, définie sur {T < oo} € Fr, est Fr-mesurable et le « processus

arrété » {XTM, t> 0} est progressivement mesurable.

Définition 1.1.4 Un processus (X;) ter, €S dit progressivement mesurable si, VI' > 0 la fonction :
(t,w) € ([0, 7], B[0,T]) x (£, Fr)) — Xi(w) € (R, B(R))

est mesurable.
Remarque 1.1.2 Un processus progressivement mesurable est mesurable et adapté.

Définition 1.1.5 On dit que le processus est a trajectoires continues (ou est continu) si les appli-

cations t — X,(w) sont continues pour presque tout w.

Proposition 1.1.2 Si un processus X est adapté a la filtration {F,} et si les trajectoires sont

continues a droit, alors il est progressivement mesurable.

Définition 1.1.6 Un processus est dit cadlag (continu & droite, pourvu de limites & gauche) si ses

trajectoires sont continues o droite, pourvues de limites & gauche. Méme définition pour caglad.



Chapitre 1. Calcul stochastique

Définition 1.1.7 On dit que les trajectoires d’un processus sont continues (ou monotones, ou

cadlag) ssi, pour P presque tout (w,t) € Q x T +— X;(w) est continue (ou monotone, ou cadlag).

Définition 1.1.8 A un processus stochastique X on associe sa filtration naturelle F;<, c’est a dire

la famille croissante de tribus :

FX=0{X,, s<t}.
Définition 1.1.9
i) Un processus (X;)ier est une modification d’un processus (Yi)ier SSi,
vteT, X;=1y;, P-p.s.
ii) Deux processus (X1)ier et (yi)ier sont dits indistinguables ssi,
Pl{w:Vte T, X; (w) =y (w)}) = 1.
iii) Deux processus (Xi)ier et (yi)ier sont dits équivalents ssi, Vn € N* Y(ty,...,t,) € T

(Xt17 "'7th) é (yt17 "'7ytn>'

Proposition 1.1.3 Si un processus X est mesurable et adapté a la filtration {F;}, alors il admet

une modification progressivement mesurable.
Processus a accroissements indépendants stationnaires

Définition 1.1.10 Soit X = (X),.; un processus stochastique adapté a une filtration (F) :

i) le processus est dit a accroissements indépendantes si pour tout s < t dans T, la variable aléatoire

X, — X, est indépendantes de la tribu F;.

ii) le processus est dit o accroissements stationnaires si la loi de Xy — X, pour s <t dans T, ne

dépend que de t — s.



Chapitre 1. Calcul stochastique

Définition 1.1.11 Un processus stochastique (X;);er+ est un processus a accroissements indépen-
dants stationnaires si Vs, t € RT, tels que 0 < s < t, la variable aléatoire X; — X, a la méme loi
que X;_s. Autrement dit, Vh > 0,

L
Xt+h - Xs+h = ths;

Vs, t € RT, tels que 0 < s < t. ( Notation : X £ y ssi X ety ont méme loi).

Processus Gaussiens

Définition 1.1.12 Une variable X est gaussienne de loi N'(m,0?) si elle a pour densité :

1 (z —m)?
N(m,o?)(z) = erp — ~——rs—".
(m.0*)(r) = ——eap =
Définition 1.1.13 Un vecteur X = (X1, X, ..., X,,)T est gaussien si toute combinaison linéaire

n
g a; X; est une variable gaussienne a valeurs réelles.
i=1

Définition 1.1.14 : Un processus X est gaussien si toute combinaison linéaire finie de (X;,t > 0)

est une variable aléatoire gaussienne, c’est-a-dire si :

Vn, Vt;, 1 <i<n, Va,, ZaiXti

i=1

est une variable aléatoire réelle gaussienne.

1.2 Martingales et Mouvement Browniens
1.2.1 Martingales
Le nom martingale est synonyme de jeu équitable.

Définition 1.2.1 Un processus (X;),~, adapté par rapport une filtration (F;),~, et tel que pour

toutt >0, X, € L' est appelé :



Chapitre 1. Calcul stochastique

i) Une martingale si pour s <t: E[X; | F5] = Xj;
ii) Une sur-martingale si pour s <t : B[X; | Fs] < X;;

iii) Une sous-martingale si pour s <t : E[X; | Fs] > X;.

Proposition 1.2.1 (Décomposition de Doob) Soit (X;); un processus aléatoire intégrable. Alors

il existe une martingale (M;); et un processus F-prévisible (V;);, tels que :

MO:%:Oa

et

Xy =Xo+ M, +V,, pourtout t>0.

De plus, cette décomposition est unique.

Définition 1.2.2 Un processus M adapté, nul en 0 est une martingale locale s’il existe une suite
croissante (T,,) de temps d’arréts telle que lir+n T, = 400 et que pour tout n, le processus arrété
M™ = (Mg, »;) est une martingale.

Définition 1.2.3 Un processus adapté et continu X est une semi-martingale continue s’il existe

une martingale locale M et un processus adapté A, continu, & variations finies et nul en 0, tels que

X =Xo+ M + A. Une telle décomposition est unique.

Remarque 1.2.1 Remarque 1.2.2 L’unicité de la composition d’une semi-martingale résulte

du fait que toute martingale locale, continue, & variation finie est constante. St

X =Xo+ MY+ AW = Xy + MP 4 A®)

ona: MDD —-M =AM _ A@donc MO — M® est une martingale locale, continue, & variation

finie et nulle en 0 donc nulle.

Proposition 1.2.2 Soit (X;);>0 une martingale (respectivement une sous-martingale) et soit f :
R — R, wune fonction convexe (resp. Une fonction convexe croissante). Supposons aussi que

E[f(X})] < oo pour tout t > 0. Alors, (f(X:)),» est une sous-martingale.

7



Chapitre 1. Calcul stochastique

Preuve. D’aprés l'intégalité de Jensen. On a pour s < t,

la derniére inégalité utilisant le caractere croissant de f lorsque (X;) est une sous-martingale. m

1.2.2 Mouvement Brownien (MB)

Mouvement Brownien est le nom donné aux trajectoires irréguliéres du pollen en suspension
dans l’eau, observé par le botaniste Robert Brown en 1828. Le mouvement Brownien est en
général noté (W, t > 0) en référence & Wiener ou (By,t > 0) en référence & Brown. On se donne

un espace (£, F,P) et un processus (By,t > 0) sur cet espace.

Définition 1.2.4 : Rappelons qu’un processus B = (By)ier+a temps continu, a valeur dans R est

un mouvement Brownien de dimension 1 relatif o une filtration (F), si :

i) By =0, (standard) et (B;) est adapté a (F).
il) Yw, Uapplication t — By(w) est continue sur R™, Vt, h, By, — By est indépendant de Fy ;

iii) V¢, h, By — By est de loi normale de moyenne nulle et de variance h : N'(0, h).
Remarque 1.2.3 S5i By = 0, on dit que le mouvement Brownien standard.

Proposition 1.2.3 Si B = (B;) est un MB alors B est un processus gaussien centré de fonction

de covariance I'(s,t) = s At.

n

Preuve. On montre par récurrence que X,, = E ay By, est de loi normale :
k=1

Xn = Z a'kBtk + (an _'_ a’nfl)Btn—l + an<Btn - Btn—l)

k=1,n—2

= Xp1+ an(Btn - Btn—l)'

Les variances X, 1 et a,(By, — By,_,) sont indépendants et de lois normales la variance X, est

donc de loi normale. Par ailleurs : E[By(B; — B;)] =0 = E[B;B,| = E(B?) = s pour s < t. ®

8



Chapitre 1. Calcul stochastique

Définition 1.2.5 : Soit X un processus stochastique, on dit que X est un mouvement Brownien

standard si :

Xo=0 P-ps, BE[X)=0 et E[X}=t.
Dans ce cas la loi de X; est une loi normale.

Proposition 1.2.4 : Si (B;,t > 0) est un mouvement Brownien, alors : le processus B défini par

~

B, = —B; est un mouvement Brownien.

Preuve. B, = (—B,,t > 0) est un mouvement Brownien car :

i) By = (—By) = 0 et la trajectoire ¢t — B, (w) = —B; (w) est continue puisque t — B, (w) est

continue.

ii) Soit E’tn — Btn_l =B, _,— DB, et que V0 <ty < ... <1, € Ry, les variables aléatoires :
B, — By,, By, — By, ..., By, — By, ,
sont indépendantes, alors : VO <ty < ... < t, € R, les variables aléatoires :
By, — By, By, — By,,..., By, , — By,
sont indépendantes, alors :

Btl - Btoa Bt2 - Bt17 “'7Bt - Btn 1

n —

sont indépendantes.

iii) Vs, t >0, tell que s < t, B, — By = B, — B, ~ N (0,s — ).

Proposition 1.2.5 Si (B, t > 0) est un mouvement Brownien, alors :

a) le processus B défini par B, = %Bc% est un mouvement Brownien.

9



Chapitre 1. Calcul stochastique

b) le processus B défini par B, = tB%,Vt > 0, By =0 est un mouvement Brownien.

Proposition 1.2.6 Soit (B;),., est un mouvement Brownien standard alors B, est une martin-

gale.

Proposition 1.2.7 Soit (B;),5, un mouvement Brownien, alors : B? —t est une martingale.
Preuve.
e BZ —t est Fi-mesurable car c’est une fonction continue de By qui est Fy-mesurable.

o B| B —t||<E||B?||+t=t+t=2t < 0.
t t

o Vsel0,4:
E((Bf —t) | 7] =E[(B.— B+ By)" —t| £],
=B [((B; — By)® + 2B, (B, — B,) + B> —t) | 7],
=E[(B,— B,)" | 7] + 2BE((B, — B,) | F| + B2 — t.
On a :

E[(B, - B, | Fs| =E[(B, — B,)*] =t — s,
et

E[(B; — By) | Fs] =E (B, — B,) = 0.
On trowve : B[(B? —t) | F] =t—s+B2—t = B%—s, alors : {B? —t: t > 0} est une martingale.
|
Proposition 1.2.8 : Soit B un mouvement Brownien alors presque sdrement on a :

a) t — By, (w) n’est pas différentiable en aucun point t.

b) t — By (w) nlest pas a variation finie en aucun point t.

10



Chapitre 1. Calcul stochastique

1.3 Calcul d’Ito6

1.3.1 Intégrale stochastique

Il s’agit d’une intégrale définie fagon similaire a I'intégrale de Riemann comme limite d’une
somme de Riemann. Si on se donne un processus de Wiener (ou mouvement Brownien), B :
[0,7] x @ — R ainsi que X : [0,7] x © — R un processus stochastique adapté a la filtration

naturelle associée a By, alors I'intégrale d’Ito

t
/ 6.dB,,
0

n—1

est définie par la limite en moyenne quadratique de Z¢i(3t
i=0

Soit (2, F,P) un espace probabilité et B, un mouvement Brownien sur cet espace, et la

_Bti)'

i+1

filtration naturelle du mouvement Brownien F; = o (By, s < t). L’objectif c’est définir I'intégrale

t
/ 6.dB,,
0

pour des processus ¢ :

<« Cas étagé

On dit qu’'un processus ¢ est étagé (ou élémentaire) s’il existe une suite de réels ¢;, 0 < tg <
t; < ... <1, et une suite de variable aléatoire ¢; telle que ¢; soit F;,-mesurable de carré intégrable

gbt = ¢z pour tout ¢ € ]tz, ti+1] . Soit

(bs (W> = Z(bl (w) 1]ti,t1:+1] (S) .
=0

On définit :

t n—1
/ ¢SdBS = Z¢Z (Btzqu - Btl) .
0 i=0

11



Chapitre 1. Calcul stochastique

On sais que :

E [ /0 t@dﬁg] =0 et Var [ /0 t@dﬂg] —E l /O tqsgds] .

t n—1
/ ¢SdBS = Z¢Z (Bti_._l/\t - Bti/\t) .
0 i=0

Alors :

<« Cas général

Soit ’ensemble £2(Q x R, ) des processus ¢ est F;-adaptés caglad (continus a gauche limite

a droite). Si ¢ un meilleur processus, il existe (¢”) une suite de processus étages telle que :
t
B| [ (- aas| o
0

quand n tend vers co.

Ainsi, pour tout t > 0, il existe une variable aléatoire I; (¢) = / ¢sdBs de carré intégrable.
0

8| [“oan.| o

00 n—1
1,(6) = /0 0udB, = S i (B — By
1=0

On va montrer que :

On a:

I; (¢) est gaussien, car (B;) est un processus gaussien alors :

n—1
B(L(¢)] =B |> ¢ (B, — B:)
1=0
n—1
=Y 6B (B, — By)
=0
=0.

Comme E(By,,, — B;,) =0 cas (B,,, — B,) sont a accroissement indépendantes.

12



Chapitre 1. Calcul stochastique

Pour montrer que :

var ()] =5 | ["oras].

En effet, on a :

Var [I (¢)] = E (I (¢)*) — B (I, (¢))?

:EUM@%:EL[%y&}

(Z(Zﬁl (Bt¢+1 - Btz))
=0

:
)—l

 (6)°E (B, - B)']

I§
o

b3

,_A

n—

w»<wr¢g—éw@@.

=0

1.3.2 Propriétés d’intégrale stochastique

Il y’a plusieurs propriétés sur 'intégrale stochastique les plus important sont :

<« Linéaire :

t t t
[ ot vsyan,~a [ oian,+o [ s,
0 0 0

<« Additivité : Pour 0 < s<u<t<T

t u t
/(ﬁvdBv:/ (bvdBv—i—/gbvdBv.

<« Propriétés de martingale : Pour tout processus ¢ les processus :

tHL@)atHAwfigﬁw

sont des (]—"tB )-martingales continues on a :

B [(1, (6) — 1, (6)) | 7] = deuyﬂ].

13



Chapitre 1. Calcul stochastique

t
< Si (X3) , est un processus Fi-adapté et E (/ | X, |2 ds) < 400, on a l'inégalité :
0

t X, |? dB, < 4E t X, [?ds|.
[ix] [ 1xal
(fom)]-+([)

t€[0,T

2

E

sup
0<t<T

« Isométrie :

E

1.3.3 Processus d’Ito

Définition 1.3.1 (Processus d’It6) Un processus d’Ité est un processus de la forme :

t t
Xt:XOJr/bsder/asst,
0 0

t
ou b est un processus adapté tel que / |bs| ds existe (au sens Lebesgue) p.s pour tout ¢, et o un
0

processus appartenant a A.

On utilise la notation plus concise suivante :
dXt = btdt + O'tdBt, et XO =,

le coefficient b est le drift ou la dérive, o est le coefficient de diffusion. L’écriture dX; = b;dt+ 0,dB;
est unique (sous réserve que les processus b et o vérifient les conditions d’intégrabilité). Ceci signifie
que si

dX, = bydt + 0,dB; = dX; = b,dt + 5,d B,

alors b = b; o = 6. En particulier, si X est une martingale locale alors b = 0 et réciproquement.

On peut définir processus d’Itd pour des coefficients de diffusion tels que

t
/a?ds < oo Pp.s.
0

14



Chapitre 1. Calcul stochastique

t

Mais on perd la propriété de martingale de l'intégrale stochastique. La partie z + / bsds est la
0

partie a variation finie. Si un processus A a variation finie est une martingale, il est constant. En

t
effet, si Ag =0=0, A? = 2/ AydA, et par suite B(A?) = 0.
0

1.3.4 Lemme d’Itd

Premiére forme : Soit f une fonction de R dans R, de classe C? & dérivées. Alors :
t 1 t
f(Xe) = f(Xo) + / f(Xs)dX, + 5/ f1(X,)o2ds.
0 0

Fonction dépendant du temps : Soit f une fonction définie sur R, x R de classe C? par

rapport a t, de classe C? par rapport & X, & dérivées, on a :

t t 1 t
FX) = F0.X0) 4 [ fils. Xods+ [ Fils X)dXet 5 [ s, Xk
0 0 0
Ce que I'on note

UX) = 10X+ 38 (X0 | i+ L0, X0

= (Xt £ X)X, + 32 (1 X0 d(X),.

15



Chapitre 2

Equations différentielles stochastiques

rétrogrades localement Lipschitziennes

L’objectif de ce mémoire est étudier 1'existence et d’unicité de la solution pour les équations

différentielles stochastiques rétrogrades localement Lipschitziennes unidimensionnelle tell que :

e f est localement Lipschitzienne en (y, 2) ;

e ¢ la condition terminale est bornée.

Ce résultat a été obtenu par S. Hamadéne en 1996 ([4]).

2.1 Introduction

On travaillera avec deux espaces de processus :

< S?(RF) : L’espace vectoriel formé des processus progressifs Y, a valeurs dans R tels que :
2 2
Vg = | sup P <o
0<t<T
< M? (RkXd) : L’espace vectoriel formé des processus progressifs Z, & valeurs dans R¥*? tels que :

T
128 =8| [ 12| <o

16



Chapitre 2. Equations différentielles stochastiques rétrogrades localement Lipschitziennes

< B?: L’espace vectoriel formé des couples de processus (Y, Z) € 82 x M?2.

On se donne 7" un temps déterministe fini fixé. Soit (£2, F,P) un espace de probabilité et W =

(Wi, t < T) un mouvement Brownien, ot (F),-,. la filtration naturelle de W.

On voudrait résoudre 1’équation différentielle stochastique rétrograde suivante :

—dy; = f(t,ys, 2e)dt — zdW,, 0<t <T,
(2.1)

yr =§&,

ou sous forme intégrale :
T T
Y =& +/ f(s,ys, zs)ds — / zgdWs, 0<t<T,
t t

tel que :

e f est une fonction donnée :

f:Qx[0,T] xR" x R4 — R,

ou : f s’appelle le générateur de 'EDSR.

e ¢ une variable aléatoire Fr-mesurable, & valeurs dans R ou £ la condition terminale.

2.2 Equations différentielles stochastiques rétrogrades glo-

balement Lipschitziennes

Introduites par Bismut en 1973 ([1]) dans le cas linéaire et par Pardoux et Peng ([8]) en 1990

dans le cas général, tel que la valeur terminale inconnue et donnée.

Définition 2.2.1 Une solution de I’EDSR (2.1)) est un couple de processus {(y, z¢) bo<i<T véri-

fiant :

i) y et z sont progressivement mesurables & valeurs respectivement dans R™ et R™"*%;

17
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T
i) = psf [ 1f 02|+ [l < o
t
iii) P—p.s, on a :

T T
yt=§+/ f(37y5725)_/ stWs; OStST
t t

t t
tell que / f(r,yp, 2. )dr est a variation finie et / z.dW, est une martingale, alors : vy, est une
0 0

semi-martingale continue.

Remarque 2.2.1 e Les intégrales de l’équation (2.1)) étant bien définies.

t t
e U =1y — / f(r,ye, z.)dr +/ 2, dW, 0 <t <T, ety est une quantité déterministe car, yo est
0 0

Fo-mesurable.

Nous allons maintenant donner un résultat d’existence et d’unicité des solutions pour les EDSRs,

mais avant de I’énoncer, on a besoin les hypothéses (H;) suivantes :

<« Condition de Lipschitz en (y, z) : Il existe une constante K, telle pour tout ¢, y, 7, 2 et Zz,
P—p.s

|f(t,y,z)—f(t,3j,2)| SK(|y—§|—I—||Z—2||) (22)

<« Condition d’intégrabilité :
T
B+ [ 150,07 ds] < o (23)
0

On montre que : sous une hypothése relativement faible sur le générateur f, le processus y € S2.

Proposition 2.2.1 On suppose qu’il existe un processus { f;}o<,< positif, appartenant a M 2(R)

et une constante positive tels que :
V(t,y,2) € [0,T] x RF x R¥4 [ f(t,y,2)| < fi + A(lyl + [I21]). (2.4)
Si (Y, 2¢) bo<t<r €st une solution de ’EDSR telle que z € M? alors y appartient a S?.

18
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Preuve. On a, pour tout :

t t
Y = Yo — / f(r, yp, 20 )dr + / 2. dW,.,
0 0

ol o est déterministe et on utilise ’hypotheése (2.4)) sur f, on trouve :

t t
/ZrdWT —l—)\/ |y, | dr.
0 0
t
/z,,dWT
0

Par hypothése, 2 € M? et donc, via I'inégalité de Doob, le troisiéme terme est de carré intégrable ;

T
] < |yo|+/ (fy + Mz )dr + sup
0

0<t<T

On pose :

T
04:|y0\+/ (fr + M|zo]|)dr + sup
0

0<t<T

il en est de méme pour {f;},.,«7 €t yo est déterministe donc de carré intégrable; il s’en suit que
o t

a est une variable aléatoire de carré intégrable. Par suite on a : |y| < a + / |yr|dr, y étant un
0

processus continu, le lemme de Gronwall fournit I'inégalité :

sup |y:| < aexp (AT),
0<t<T

et donc :

lyt] < aexp (AT).

Ceci montre que y appartient S2.

19
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Le théoréeme suivant est de Pardoux et Peng (1990).

Théorlme 2.2.1 (Existence et unicité de solution) Sous les hypothéses précédentes (H,) ’EDSR

(2.1) posséde une unique solution (y, z) telle que :

E[/OTHzguds} <o,

De plus le processus y est continu et vérifie :

E [ sup |yt|2} < 00.
0<t<T

Preuve. voir ([§]). =

On etudier le cas particulier des EDSR linéaires pour lesquelles nous allons donner une formule

plus ou moins explicite.

< On suppose que k = 1 ce qui implique que y est un processus et z est une matrice de taille

1xd.

< Soit {(ay, bt>}te[O,T} un processus & valeurs dans R x R?, progressivement mesurable et borné et

solent {c;},c(o.p) un élément de M? (R);
< & une variable aléatoire, Fr-mesurable, de carré intégrable, a valeurs réelles.
Ona:

T T
Yt = 5 + / {ary'r + Zrbr + Cr} dr — / ZTdWT (25)
t t
est une équation différentielle stochastique rétrograde (2.5 s’appelle EDSR linéaire.

Proposition 2.2.2 :

a) L’EDSR (2.5) posséde une solution unique qui vérifie :

T
Vt c [O,T] , Y = Ft_lE <€FT +/ C'/‘F'rdT | ft) )
t
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avec, pour tout t € [0,T];

t 1 t t
Ft:exp{/ deWT——/ |br|2dr+/ardr}.
0 2 Jo 0

b) Si& >0 et sic, > 0 alors la solution de I’EDSR linéaire vérifie y, > 0.

Ce théoréme permet de comparer les solutions de deux EDSR dans R dés que I'on sait comparer

les conditions terminales et les générateurs.

Théorlme 2.2.2 (Théoréme de comparaison) On Suppose que k =1 et que (€, f), (5 f) vé-
rifient (Hy). On note (y, z) et (g, Z) les solutions des EDSR correspondantes. On suppose également

que P-p.s € < € et que f(t,ye, z) < F(t,yi, ) m @ P-p.p (m mesure de Lebesgque). Alors :
P-p.s, YVt € [0,T], v < 4y-

Preuve. Soient (y, 2) et (7, zZ) deux solutions de (2.1)). Par ailleurs pour tout ¢ € [0,7], on a :

T
/ Ty Yr, Zr dr—/ 2. dW,.,
L
/ Ty Yy Zr dr—/ Z.dW,.,
t

par suite :

T

gt — U = (’5, - f) + /t (f_(r7 gﬁ 27") - f(?”, Yr, ZT))dT - / (ZT - ZT) dWT

t

Onposeu:gj—y,vzi—zet’yzg—fa

T

T
Uy =7 +/t (f(ra graZﬂ) - f(ra yT,zr))dr - / UrdWr-

t
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En ajoutant et en retranchant le terme f(r,%,,%,) et f(r,9,,2,), on trouve :
T — —
w =t [z - Foz)dr
t
T p— p—
[ (T ) = Fryez) dr
t
T T
+/ (F(royes ) = f(r, 4, 20)) dr — / 0 dW,.
t t

On introduit deux processus :

e ¢ un valeurs réelles tel que :

a, = f(r7 Yr, zr) - f(T, Yr, ZT)’ i " # 07
Uy

a, =0, sinon.

e b est un vecteur (colonne) de dimension d. Pour définir b, on doit introduire une autre notation :
pour 1 <17 <d, 2 est 1a ligne dont les d — i derniéres composantes sont celles de 2/, et les i

premiéres celles de z,.. Pour 1 < ¢ < d, on pose :

Fr g, 2579) = f(r, 9, 27)

%
U

bi =

r

, sivl #£0,

b =0, sinon.

On remarque que, puisque f est Lipschitz, ces deux processus sont progressivement mesurables et

bornés. Avec ¢, = f(r,y,, z.) — f(7,yr, 2-), On obtient :
T T
up =y + / (a,uy + voby + ) dr — / v dW,,
t t
de plus : £ < € et que f(t, v, z) < f(t, 9, %), ona vy >0 et ¢, >0 d’aprés la proposition (2.2.2)),

on a, pour ¢t € [0,7] :

T
Uy = Ft_lE (’YFT + / CTFTdT | ft) s
t
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avec, pour 0 <r <7 :

T 1 T T
[, =exp {/ b, dW, — —/ |bu|2du +/ audu} )
0 2Jo 0

Comme v > 0 et ¢, > 0, alors la solution de 'EDSR linéaire vérifie u;, > 0, donc : Vi € [0,7],

Ye < Yy W

2.3 Equations différentielles stochastiques rétrogrades lo-

calement Lipschitziennes

Soit (£2, F,P) un espace de probabilité, (W;, t < T') un P-mouvement Brownien p-dimensionnel,
(Ft)g<i<r la filtration naturelle de W, et P la tribu des processus Fr-progressivement mesurables

sur §2 x [0, 7] tell que : T' un temps déterministe fini fixé.
On considére 1’équation différentielle stochastique rétrograde définie comme suit :

—dy; = f(t,ys, 2e)dt — zdW,, 0<t <T,
(2.1)

yr = ¢.

Hypotheses suivantes (Hs) :

(Hs,) Condition de croissance raisonnable : 3¢ > 0, € |0, 2[ et h une application de R dans

R* finie sur les compacts tels que pour tout ¢,w,y et z on ait,
[f(tw,y,2)] < e(L+ [yl + h(y) [2]%). (2.2)

(Hz5) Condition de localement Lipschitz :VN € N,3Cy > 0 tel que : V(t,w) € [0,T] x

Q, (y,2) et (7,%) € [-N, N]""" on ait :

‘f(t7w7y7 Z) - f(t7w7gaz)| < CN(|y _y| + |Z —§|). (23)
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(Hy3) f est une application définie sur [0,7] x R x R? telle que :
a) Vt € [0,T], f(t,.,.) € C* (R x RP);

b) V(t,y,2) €[0,7] x R x R” on a :
[f(t,y,2)] < (1 + |y +]2]). (2.3)

) V(ty,2) €[0,T] xR x R?, on a:
|fi (ty,2)| < e(1+In(1 + In(1+ [y| + |2]))). (2.4)

(H,4) La variable aléatoire £ est un élément de l'espace de Wiener D2, De plus, il existe une
constante M telle que |Di¢| < M,Vt < T, i = 1,p. Ou (Di€);<r est la dérivée de Wiener

d’ordre ¢ de €.

Remarque 2.3.1 :

e On a f, est la dérivée partielle de [ par rapport a y et c une constante.

e La condition de croissance raisonnable plus faible que la croissance linéaire.

2.3.1 Existence de la solution

Pour démontrer 1’équation rétrograde (2.1) admet une solution, on a besoin les lemmes sui-

vants :

Lemme 2.3.1 :

1/ Soit W : [0, T]x QxRxRP — R, une application PQB(R’™)-mesurable vérifiant la condition
(Hso) ci-dessus. Il existe Uy, : [0, T] x Q@ x Rx RP — R*, tell que (Vg, k > 0) une suite crois-
sante et P®B(Rp+1)—mesumbles, de limite ¥ vérifiant : Vk > 0,d¢, > 0 tel que Vt,w,y, 1, z
et z.

|y (t,w,y,2) = Vi (t,w,7, 2)| < ally — 7l + |2 = 2]).
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2/ Soit W : [0, T]x QxRXR? — R, une application PQB(R"*")-mesurable vérifiant la condition
(Hsyo) ci-dessus. Il existe Wy : [0,T] x @ x R x R? — R, tell que (g, k > 0,) une suite
décroissante et P®B(]Rp+1)—mesumbles, de limite U vérifiant : Yk > 0,36, > 0 tel que

Vt,w,y,y,z et z:

‘\I}k (tawaya Z) - \Ijk (tawag72)‘ < 5k<|y - g’ + ’Z - ZD

Preuve.

1/ On suppose que V¥ est a valeur dans R™ :

Nous ferons la preuve pour p = 1 et si p > 2 le principe en est le méme. Soit k& > 0 et &

I’application Lipschitzienne réelle vérifiant :

Dp(y) =1 si Jy| <k,
@k(y)zo Si |y|2]{?+1, 7y€R7
0<P,(y) <1 si yekk+1U[—-k—1,—k],

et
O (2)=1 si|z] <k,
Q. (2)=0 si|z] > k+1, ,2€R
0<P,(2)<1 si zelk,k+1U[-k—1,—FK].

Soit :

e U, k>0, 'application qui a (t,w,y,2) € [0,7] x 2 x R x R associe ¥ (t,w,y, 2) P (y) Pr (2) .
e La suite (‘I’k)kzo est croissante car @, < ®p, 1, Vk > 0 et de limite V.

e Par ailleurs Uy, k > 0 est Lipschitzienne car elle est localement Lipschitzienne a support com-

pact.

2/ Si W est a valeurs dans R~ alors —W est a valeurs dans RT et le résultat découle de ce qui

vient d’étre prouvé précédemment.
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Remarque 2.3.2 : Pour tout (t,w) € [0,T] x Q fizé, la convergence de la suite (Vy, (t,w,«+));0

vers W (t,w, ., ) est uniforme sur les compacts de R x RP.

On considére :

e Pour m >0 et n >0, (¥™™) une suite définie comme suit ™™ = U™ + o™ tel que :
1) (¥",n > 0) une suite croissante d’applications Lipschitziennes de limite simple f1{>0).

2) (¢™,m > 0) une suite décroissante d’applications Lipschitziennes de limite simple f1;7.q).

Remarque 2.3.3 Les applications flis>q et flij<q satisfont la condition (Hy2) ci-dessus vérifiée
par f.
e Pour tout m et n, U™ est Lipschitzienne.

e De plus, [¥""(t,w,y,2)| < c(1+ |y| + h(y)|2|") pour tout ¢, w, y et 2.

Il s’ensuit que le couple (V™™ ) possede les propriétés de (f,£) du théoréme ([8]).

n,m _n,m

72.7

Par conéquent : 11 existe un couple de processus (y, ), P-mesurable tel que :

T
< E [/ (|y?m|2 + |Z§m|2) ds| < 0.
0

Ay = W (b g d AW, 1< T,

yp™ o =¢&

Lemme 2.3.2 : [l existe une constantes C,, telle que, pour tout n,m € N, on a :

Iy " < Cy,

ot Cy, est indépendante de n et m, de plus,

ly ™ |I" = sup {[y;"™ ()], (£, w) € [0,T] x Q} < cc.
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T
Preuve.Vt € [0,7],Vn,m € Net Vs € [t,T]. En ajoutant et en retranchant le terme / U (u, y™, 0) du,

on trouve :
T T
Yy =€+ / W (g, ylo™, 2™ du — / 2 dW,,
T T
=¢4 / U (u, y™ 0) du + / (W™ (g, gy 2
S S
T
=P (g, ™ 0))du —/ 2 dW,.
ainsi :
T T T
Y =€+ / U™ (u, yo™, 0) du +/ 2, OV (U, Yy, 20) du — / 20 AW,
(u)yaz)_ (uay7 )’ SiZ?éO,
ownm (’LL, Y, Z) = <
0, sinon.

De plus, 3 une constante C,, ,,, telle que [0U™™ (u,y, 2)| < Cpm, V¥ (u,w,y, z) . On consideére alors :

e P™™ la probabilité sur (£, F) équivalente a P définie comme suite

T 1 /7T
dP™™ /dP = L™ = exp {/ U™ (w, y™ 2™ W, — 5/ |6T™ (w0, y™™, 22 du} .
0 0

e Le processus W™ =W, — / SU™™ (u, yr ™, 2™ du est un (Fy, P™™)-mouvement Brownien.
0

Pour tout s € [0,77], on a :
T T
yrm :f—l—/ U (u, yo™, 0) du —/ 2 AWM

Si By, ., désigne I'espérance sous P™™, alors :

T 3
(/ ]zg’mIZ ds)
0

En,m — E

T 2
v ([ )|
0
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et d’apres 'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a :

T T
g ([ < (sl [
0 0

VI

E

o)

Or
T
n,m|2 n,m 2
) E{/ |z du} < oo car 2" € L*(]0,T] x Q, dt @ dP);
0

e L7 est de carré intégrable puisque d¥™™ est uniformément borné en (t,w).

Il s’ensuit que le processus / 20 dW ™ est une (Fy, P™™)-martingale car :
0

| <o

t
Em {sup /zﬁdej}m
0

t<T

Par conséquent pour tout s € [0,7] :
T
2" = B 2 | F) =B (€] )+ [ B (77 (0,427, 0) | £
Comme £ est bornée alors :

T
§5+/ By [0 (u, 7, 0)] | £y du, s € [0,T].

|y
D’autre part pour tout n,m € N et pour tout t,w,y et z, on a :
(U™ (tw,y, 2)] < e(1+ |yl + h(y) [2]).

Il s’ensuit que,
T
el <o (14 [ Bl | Aldu), s€ 0.7,
On applique 'inégalité de Gronwall, on a :

B [l07™] | ] < cexp {&(T — 5)}
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En prenant s = ¢, on obtient :

;™| < cexp{cT}, Vtel[0,T].

Lemme 2.3.3 1l existe une constante C, telle que, pour tout n,m € N, on a :

T
E [/ |zmm|? ds] <.,
0

ou C, est indépendante de n et m.

Preuve. Pour tout n,m € N et s € [0,7]. On applique la formule de Ito a |y |* :

T T
|y 74 / |21’}m|2 du =&+ 2/ (T A (TR TR L I 7V
T
-2 / Y iy,

En prenant I’espérance, on obtient :

T T
B [t <B €] <2 Bl e
0 0

car / yrm b dW, est une (Fy, P)-martingale. Le fait que U™™ vérifie la condition (Hs;) et de
0

U

n,m s .
y." impliquent que :

T T
B U |zzvm|2du} <E[¢7] +CE U |z$vm|“du} |
0 0

on applique I'inégalité de Young, on trouve :

T T
2 —
E[/ \zZ’mqu]SE[fQM%EU !zﬁ’deu}ﬂ 20‘>Tc2’2.
0 0

29



Chapitre 2. Equations différentielles stochastiques rétrogrades localement Lipschitziennes

Par suite il existe une constante C, indépendante de n et m, telle que :

T
E {/ |zﬁ’m|2du} < (..
0

ThéorBme 2.3.1 : II existe un processus (y., z.) P-mesurable & valeurs dans R x RP tel que :

T
1) E{/ (|y3|2—|—|2’5|2>d8 < 00;
0

2) dy, = —f(t,ye, z)dt + zdW,, t<T,
yr =§&.

De plus : ||y.]|" = sup {|y: (W)|, (t,w) € [0,T] x Q} < occ.

Preuve. On a :

< d’apres le lemme (12.3.2))-(2.3.3) , la solution unique de 1’équation :

dy™ = =W (ty ™" 2" dt+ AW, < T yn™ =€

T
verifie ||y || < C, et E {/ ]z?’m\zds] <C..
0
5 \;[;n+1,m Z Pm ot Pnm 2 \I}n,m+1;

< le théoréme de comparaison (2.2.2), on permet de déduire que 3" "5™ > 3™ et y™"™ > ™"

Nous allons maintenant construire le processus (y., z,) qui sera la solution recherchée :

1) Pour tout m fixé (y"™,n > 0) est une suite croissante bornée, elle est donc convergente. Ap-

pelons y™ sa limite.

2) Comme pour tout m et n € N on a, y™™ > y™™ ! alors : la suite (y™, m > 0) est décroissante

et bornée, elle est donc convergente. Notons y, sa limite.
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2

Il reste a construire z,. On applique la formule d’Ito & |y"™ — y**| | pour tout n,m, p et k € N,
on obtient :
n,m k 2 g 2
E (yo’ -y ) +E / \zgm - z£k| du
0
T
=2E { / (g™ — ) (™ (u, g™, 2™) — UPF (u,yh*, 25F)) du] :
0
Comme (y"™), ., est bornée et d’apres la condition de croissance raisonnable, on trouve :
k) ! 2
E [(yg’m —y ) } +E {/ }z;”” — zﬁ’k‘ du]
0
T
=¢ (E [/ i = | (L L)+ =) d“D |
0
puis :

T

E {(yg’m - y(’?’kﬂ +E UO

T T
o[ e [t
0 0

!z{}’m — z{j’k}Q du}

avec ¥ = ;—, et par I'inégalité de Holder, on a :
-«

E [(yom - yﬁ”f)j +E [ /0
<c (E [/OT |y — yok| du] +2 (E [/OT |y — yu”“l”du] )i <Cz>3) :

T
et au fait que :E [/ |z 2 du} < C.,.
0

2
nm _ pk
‘ Zy 2 | du]

Or :

e June sous-suite (y_km”", m > 0) de (y"™,n,m > 0) tel que y_k’"”" — vy, dans L7 ([0, T] x Q, dt @ dP).

e Par conséquent la suite (z_k’”’m, m > 0) est de Cauchy dans L? ([0, 7] x Q, dt ® dP) et est donc

. k
convergente dans ce méme espace, tel que 2™ — z..
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On montre enfin que (y., z,) est solution de ’équation rétrograde ([2.1)).

Il existe une sous-suite ((yk’”’m, z_k’"””>) et un processus Z, élément de L? ([0, T] x Q, P, dt @ dP)
m>0

etzz()telque:

(I) La sous-suite <<y_km’m, z_k’"‘m>> converge dt @ dP-p.s vers (y., z.) .

m>0

(II) ¥Ym >0,

z_km”"‘ < Z dt @ dP-p.s.

k'm ,m ~
Yy — Yt

On montre que : E [sup
t<T

}—>0.

On a : Pour tout m > 0et t € [0,7] :

T T
km k km k 3
ytm,m — 5 _|_/ \I]km,m <u’yum,m’zum,m> du _/ Zum,deu
t t

T T
g =¢& +/ f(5,Ys, 25) — / zsdWy, pour t < T,
t t

et :
T
yf‘m,m _ gt — / (\I}k‘m,m (u’ yfjm,m’ Z:jm,m) _ f<87y87 Zs)) du
t T T
L / S g1y, — / 2.dV,).
t t
donc :
T T
gl [ [
t<T |J+¢ t
T t
<E { / <sz’"”" - zu) dw, } +E [sup / 2" = z,| AW, ] :
0 t<T 0

Par I'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy, on a :

T T T 2
E {Sup / zﬁm""qu —/ 2, dW,, ] <C (E {/ ‘zﬁm’m — zu‘Qdu]> — 0 quand m — oo.
t<T |Jt t 0
Donc :
T T 3
E {sup / zﬁqu — / zuqu} — 0.
tST t t m—0o0
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|

Et T
/ <\I/km7m (u, yﬁm’m, szm’m) — f (% Yu, Zu)) du
t

du] .
km,m

En ajoutant et en retranchant le terme f(u, yfj’"»m, zy™™), on trouve :

|

T
k k k k
S E [/ ‘\:[lkm’m (U, yumﬁmu Zum,m) - f(ua yum’mu Zumym)‘ 1{‘zkm’m
0 u

a

Par application du théoréme de la convergence dominée, on obtient :

E {sup

t<T

T
=" V [ gl ) = g 2)
0

T
E {sup / (\ka’m(u,yﬁm’m, zﬁm’m) — f(u, Yo, zu)> du
t

t<T

]

T
—HE |:/ ‘f(u7 ysmml7 zﬁmﬂn) - f(ua Yu, Zu)
0

T
E |:Sup / (\Pk"n,?n (u’ yZ7IL,7rL, Z,Z"L,’ln) — f(u’ yu’ Z’u,)) du
t

t<T

]—>0.

En effet, par la convergence uniforme sur les compactes de (\If’€ (t,w, ., )) vers f(t,w, )

m>0

( d’aprés la remarque (2.3.2))), au fait que f et (Ukmm m > 0), satisfont condition decroissance

raisonnable, a la bornitude de (y_km’m> et aux points (I) et (II) ci-dessus. Par conséquent :
m>0
kTVL m -~
E[sup Yy —yt] — 0.
t<T m—oo

Par suite Vt < T, y; = 4; et donc Vt < T,

T T
t t
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2.3.2 Unicité de la solution

On suppose que les conditions (Hy 3) et (Hs4) ci-dessus sont satisfaites.

Proposition 2.3.1 Il existe une constante n > 0 et y., z. deux processus P-mesurables, a valeurs

respectives dans R et RP tel que :

a) sup {|ys| + [z, t < T} <.

b) dyt = —f(t,yt, Zt)dt + thWt, t S T,

yr =¢&.
Théoréme 2.3.2 : Si le couple (f,§) vérifie les conditions (Hy3) et (Haa4) ci-dessus, alors la

solution de l’équation rétrograde de générateur (f,§) (2.1) est unique.

Preuve. Soit (7, Z) une autre solution de (2.1). Comme & est bornée et f est de croissance linéaire

alors 7/ est bornée. D’autre part pour tout ¢ € [0,7], on a :

T T
n :5-1-/ f(s,ys,zs)ds—/ zsdW,
t t
T T
T :§+/ f(s,gjs,is)ds—/ zZdW.
t t

On approxime f par une suite double (™™ n,m > 0) d’applications Lipschitziennes telle que :

grmmme o f On a:

n,Mm—00

T T
B = [ s ) W s, g s — [ 2w,
t t

En ajoutant et en retranchant le terme W™ (s, g™™, 2™), on trouve :

S S

T
ylL,m . glL,m — / (\I/n’m<87 y?,m7 Zn,m) _ \I]n,m(S’ gg,ﬂt, Zn,m))ds
t

T T
+ / W (s, G, 20 — (s, g Z ) ds — / (22 — Z0m) AW
t t
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Aussi, appelons 60" = ((6¥™™),);<7 le processus tel que pour tout ¢ < T,

g,y Zf’m) — Ut g™ 7

n,m n,m n,m _ Z — Z
ov (t7 Ye o s 2 ) - t t
0, sinon.

soonmo —nm
si 2 # 0,

n,m

La borgnitude de ™™ et 2™ implique que dW™™ est un processus uniformément borné. Il existe

donc une probabilité P™™ sur €2 équivalente a P telle que :

? S

t
=W, — / SU™M (s, Y™, 2™ ds
0

est un (F;, P™»™)-mouvement Brownien. Par suite pour tout ¢ € [0,7] on a,

T
g g = / (W (s, o, 2 — (s, g, ) d
t

T
- [ e -z awpe.
t

Comme U™™ est Lipschitzienne alors :

T
B [|yp™ — 5"[] < / B [jyom — g7m) ds
t

t
oﬂ:E/ (zmom — Zm) | 2 ) dW™ = 0, 2™ et 2™ € L*([0,T] x Q, dt @ dP)
0

D’apres le lemme de Gronwall, on obtient : |y, — 7,"""| = 0,Vt < T, P-p.s. Et d’aprés le théoréme

(2.3.1)) on trouve que :

,m t —n,m _
Y > Y, €U Yy ’
n,Mm— 00 n,Mm—00

On déduire que v, =7,, Vi <T et 2z, =2, VI <T. m
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Conclusion

Dans ce mémoire, on explique deux résultats d’existence et d’unicité de la solution d’une
équation différentielle stochastique rétrograde, on a : le cas général, I’équation différentielle sto-
chastique rétrograde tel que la valeur terminale de la fonction inconnue est donnée. Ce résultat
a été obtenu par Pardoux et Peng ([8]) en 1990 Et aussi I'existence et 'unicité de la solution
pour I’équation différentielle stochastique rétrograde, telle que : f est localement Lipschitzienne en

(y,2); & la condition terminale est bornée.

e Ce résultat a été obtenu par S. Hamadeéne en 1996 ([4]).
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Annexe A : Rappel

Inégalité de Cauchy-Schwartz intégrable. En se placent sur £ = C([a, ], R) (avec (a,b) €
R?) muni de produit scalaire (f,g) — (f\g) = / f(t)g(t)dt. On obtient :

' W(t}dt x / bgz(t)dt :

+

V£, g€ C(la,bl,

Inégalité de Holder. Soient p et ¢ deux nombres conjugués ( = 1) avec p, q €]1,00],

Q=

1
p

XeLlPetY € LY.

Alors XY € LM et || XY ||<|| X ||| Y |l4» pour p = ¢ = 2, on obtient I'inégalité ce Cauchy-
Schwartz :

E| XY | <E[ X P]*E[Y P]%.

Lemme de Gronwall. Soit g : [0,7] — R une application borélienne bornée tell que pour a,
b>0:
t
g(t) <a+ b/ g(s)ds, ¥t € [0,T7.
0

Alors :

g(t) < aexp (bt),Vt € [0,T].

Inégalité de Young. Soient n > 2, et xq,...,x, des réels positifs. Soient également ps, ..., p,, des

1 1
réels strictement positifs tels que : — + ... + — = 1. On a alors :
P n
g
1Ty < —— + ...+
b1 Pn



Annexe A : Rappel

Convergence dominée. Soit (f,),-, une suite de fonctions mesurables sur un espace mesuré
(E, A, u) a valeurs réelles ou complexes, qui converge simplement p.p. (pour ) vers une fonction
f. Supposons qu'il existe une fonction intégrable positive g : X — R, dite dominante, tel que :

neN, |f.] <g, p.p. Alors :

e f et f, sont intégrables.

o tim [ 11, — fldu =0

° lim/fnd,u:lim/fdu.

Théoréme de représentation des martingales Browniennes. Soit (F;) la filtration natu-
relle du mouvement Brownien W. Soit M une martingale continue de carré intégrable par rapport

a (F). Alors il existe un unique processus prévisible H vérifiant

T
E </ Hfds) < +00,
¢

tel que Vt € [0,7] :

t
M, = M0+/Hsst, P—p.s.
0

Inégalite de Doob Soit M une martingale réelle continue & droite (ou sous-martingale positive)

de carré intégrale. Alors :

E {sup | M, |2} < 4R M, )] vt>o0.

0<s<t

Inégalité de Burkholder-Davis-Gundy "BDG". Pour tout p > 0, il existe des constantes

positives ¢, et C), telles que, pour toute martingale locale continue X = (Xt)tZO’ nul en O :

|-

g wors

oE[(X. X)L <E [sup |Xt|p] < GE[(x.x)

oo
t>0
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Annexe A : Rappel

Remarque 2.3.4 : En particulier, s T > 0 :

B [(X,X)ﬂ <E { sup |Xt|p1 < C,E [(X, X)ﬂ

0<t<T

Girsanov  Soit (W}),5, un mouvement Brownien et (6;),., un processus adapté a (F)o<,<p qui
vérifie :

t
/dis < +oo , P—p.s.
0

tel que le processus (L), défini par :

t 1 t
L; == exp U 0,dW, — 5/ |9|2ds] :
0 0

Soit une martingale. Soit () la probabilité définie par dQ) = LpdP sur Fr, alors le processus

<Wt>t<T défini par :

_ T
Wt == Wt — / est,
0

est un (Q-mouvement Brownien. Notons que la condition dite de Novikov,

1 (T
Ep {exp (5/ 9§d5>
0

est suffisante pour que Ly soit une martingale sous P.

< 400,

Théoréme de convergence dominée de Lebesgue. Soit (X,,), -, une suite de variables aléa-
toires convergeant p.s vers X. Supposons qu’il existe une variable aléatoire Y intégrable telle que

| X,| <Y, alors E(X,,) converge vers E (X).
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Annexe B : Abréviations et Notations

E[X | 7]
P-p.s
D1,2

(C2

(Cl

EDSR
P-p.s
N(0, 1)

Espérance conditionnelle de variable aléatoire X par rapport a F;.
Presque stirement pour la mesure de probabilité P.
Lrensemble de toutes les variables aléatoires qui sont dérivables de Malliavin.
Ensemble des fonctions deux fois dérivable et dont
la dérivée seconde est continue.
Ensemble des fonctions une fois dérivable et dont
la premiere dérivée est continue.
Equation différentielle stochastique rétrograde.
Presque stirement pour la mesure de probabilité P

Loi normale centre de varianece t.
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Résumé

L'objectif de ce mémoire est de montrer d'existence et d'unicité de la
solution des EDSR localement Lipchitzienne. Ce résultat a été obtenu par
S. Hamadene.

Mots clés. Equations différentielles stochastiques rétrogrades.
localement Lipchitzienne. Existence et unicité.

Abstract

The objective of this work, we will show of existence and uniqueness of
the solution for BSDE in locally Lipschitz. This result is due to S.

Hamadene.

Key words. Backward stochastic differential equation. localement

Lipchitzienne Existence and uniqueness.
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