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Introduction

ne équation mathématique est une égalité entre des termes contenant
des nombres, des variables et des opérations, exprimant des relations
entre des quantités. La résolution des équations a débuté avec les
anciennes civilisations, puis les Arabes ont développé des méthodes directes. Plus
tard, des approches modernes ont émergé, utilisant des symboles clairs. Différents

types d’équations sont apparus, y compris les équations différentielles.

Une équation différentielle relie des fonctions inconnues a leurs dérivées successives,
elles ont été introduites avec le calcul différentiel et intégral de Newton et Leibniz.
Newton a présenté trois types d’équations dans son ouvrage [9] de 1671. En 1695,
Jacob Bernoulli a formulé I’équation de Bernoulli [4], que Leibniz a tenté de simplifier
I’année suivante [6].

Apres cela, plusieurs types d’équations différentielles sont apparus, y compris les
équations différentielles stochastiques (EDS). Les EDS introduisent le concept d’aléatoire,
les distinguant des équations différentielles ordinaires (EDO) déterministes. Elles
modélisent divers phénomeénes tels que la diffusion de particules ou les fluctuations

de prix sur les marchés financiers. Les EDS sont utilisées dans divers domaines et

nécessitent des concepts avancés de probabilité et de processus stochastiques.

Ensuite, un type complexe est apparu inversant le sens du temps par rapport aux
EDS traditionnelles: les équations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSR).

Les EDSR ont été¢ introduites en 1973 par J.-M. Bismut [5] dans le cas ou le générat-



Introduction

eur f est linéaire par rapport aux variables Y et Z. Il faudra attendre jusqu’au début
des années 90 (les travaux de E. Pardoux et S. Peng [10]) pour obtenir le premier

résultat d’existence et d’unicité de solution pour les EDSR non linéaires.

Ensuite, un type plus complexe a été introduit ou la solution dépend explicitement
a la fois du passé et du futur de sa propre trajectoire : les équations différenti-
elles stochastiques progressives rétrogrades (EDSPR). Les EDSPR ont été étudiées
pour la premiére fois par Antonelli dans [1]. Il a démontré I'existence et l'unicité
de la solution des équations différentielles stochastiques progressives rétrogrades, ot
la solution dépend explicitement & la fois du passé et du futur de sa propre tra-
jectoire, sous une hypothese de Lipschitz. Depuis cette date, ce type de systémes
(EDSPR) est rencontré dans les problémes de controle optimal stochastique et de

finance mathématique.

L’objectif de ce mémoire est d’établir les conditions nécessaires d’optimalité ce forme
de principe maximum pour un probleme de controle relaxé pour un systeme gouverné

par 'EDSPR non linéaire suivante:

)
daf = f,b(t,2%,0) g (da) dt + [, o (1,1, 0) g (da) VY,
g ==,

dy;f] = —fo(t,asg,yf,zf,a) qi (d&) dt—FZfCZWt

| yr=v(7),

ou le coefficient de diffusion dépend explicitement de la variable de controélela et la

fonction de cotit & minimiser sur I’ensemble des controles relaxés R, est définie par

T(@) =E |g(ah) + h () + / / Lt yes 20, 0) qu(du)dt |
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On dit que le controle relaxé admissible ¢. est un controle optimal si:

J(q)= inf J(u).

n.eR

Ce mémoire est composé de deux chapitres :

Chapitre 1 : Dans ce chapitre, nous présentons les différents notions du calcul
stochastique: tribu, mesure, espace mesurable, probabilité, espace probabilisé, vari-
able aléatoire, processus stochastique, filtration, adaptation, martingale, sous et sur
martingale, mouvement Brownien Intégrale de Wiener, processus d’Itd et formule
d’Ito,..ect. On donné aussi dans ce chapitre les définition des différents types de

controle stochastique.

Chapitre 2 : Notre objectif dans le deuxiéme chapitre est d’établir la condition
d’optimalité nécessaire sous la forme d’un principe de maximum stochastique, pour
des controles rélaxé pour des systémes gouvernés par des équations différentielles
stochastiques progressives rétrogrades non linéaires (EDSPR). Pour atteindre cet
objectif, nous utilisons le fait que I’ensemble des controles relaxé est convexe et

appliquons la méthode de perturbation faible (convexe).



Chapter 1

Rappel sur le calcul stochastique

1.1 Géneralités

‘objectif principal de ce chapitre est d’introduire les résultats sur les pro-
cessus stochastiques, les mesures, le mouvement brownien et les équations
différentielles stochastiques qui seront utilisés dans le deuxiéme chapitre
pour établir les conditions nécessaires pour les controles relaxés des EDSPR non

linéaires. Ce chapitre a été inspiré du [3],[7], et[11].

1.2 L’espace des événements

Soit 2 un ensemble, ce pourra étre un ensemble abstrait, ou un ensemble concret
comme un ensemble fini ou dénombrable, I’ensemble R des nombres réels, ou une
partie de R, le corps C des nombres complexes, I’espace Euclidien R?, un espace de

Hilbert, ou de Banach, ou un espace topologique.

Definition 1.2.1 Q est ’ensemble de tous les résultats possibles qui peuvent étre

obtenus au cours d’une expérience aléatoire.
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Remark 1.2.1 Un sous-ensemble de ) est un événement.

1.2.1 Tribu

Les tribus permettent de définir rigoureusement la notion d’ensemble mesurable.

Definition 1.2.2 On appelle tribu (ou o—algébre) sur Q) un sous-ensemble, A C

P (), telque:

i) Qe A,
ii) A est stable par passage au complémentaire : A€ A= A°=Q| A€ A,

iii) A est stable par réunion dénombrable : A, € A,¥ne N = |J A, € A.
neN

Remark 1.2.2 Un ensemble () est dit dénombrable s’il existe une bijection de () sur
N, réunion est dite « dénombrable » parce que l’ensemble des indices [’est.
Exemples sur les tribus

1. {0, Q} est une tribu, appelée tribu grossiére.

2. P(92) est une tribu de parties de €2, (c’est la plus grande possible).

3. Soit ¢ C P(f2) quelconque. L’ensemble de parties o(¢) := [) A est une
A tribu De
tribu, c’est la plus petite tribu (au sens de I'inclusion) contenant 2. On I’appelle

tribu engendrée par (2.

Remark 1.2.3 Cette intersection est non vide car P(S)) est une tribu conten-

ant €.

4. La tribu engendrée par les intervalles ouverts de R est appelée tribu Borélienne

et notée B(R).
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1.2.2 Espace mesurable

Definition 1.2.3 Un couple (2, A) constitué d’un ensemble Q0 et d’une o—algébre

A de parties de 2 est appelé un espace mesurable.

Definition 1.2.4 Soit (2, A) un espace mesurable. On appelle mesure une applic-

ationm : A — R (avec R; = R, U (+00)) vérifiant :

2. m est o—additive, c’est-a-dire que pour toute famille (A, )nen d’éléments de A

disjoints deux o deuz (i.e. tels que A, N A, =0, sin#m) on a :

m (U An> => m(4).

neN neN

Example 1.2.1 (Mesure de Dirac) Soient (2, A) un espace mesurable et a € §.

On définit sur A la mesure §, par (pour A € A):

0siag¢g A,
0a(A) = ?

1 siac A.

Probabilité, espace probabilisé

Definition 1.2.5 On appelle probabilité une mesure P surA telle que P(2) = 1. Le

triplet (Q, A, P) est appelé espace probabilisé.
Remark 1.2.4 Un événement A est presque sdr si P(A) = 1.

Definition 1.2.6 Si (2,.A) et (E,B) sont deux espaces mesurables, une fonction
X : Q — E est dite mesurable (par rapport a A la o—algébre sur ’espace de départ

Q, et B la o—algébre sur l'espace d’arrivée E), si:

VB e B, X Y(B) € A

7
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1.2.3 Variable aléatoire

Definition 1.2.7 Soit un espace de probabilité (2, A,P). Rappelons qu’une applic-
ation X:Q) — E est appelée une variable aléatoire si X est mesurable comme ap-
plication de (2, A) dans (E,B) (ou (R,B(R)) ou B(R) est la tribu de borel dans R

dans le cas réel).

1.2.4 Loi de probabilité

Definition 1.2.8 Si X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé

(Q, A, P). La loi de X est la probabilité Px sur (R, B(R)) définie par:

Py (B) =P{w; X (w) € B} =P(X € B),VB € B(R).

Remark 1.2.5 La notation des variables aléatoires par des lettres majuscules comme
X et l'utilisation de R pour représenter l’espace des nombres réels ont des bases his-
toriques dans le développement de la théorie des probabilités. De méme, la désigna-
tion de la probabilité transportée par une variable aléatoire X par Px et son identific-
ation comme la lot de X sont des conventions qui simplifient et clarifient la notation
et la compréhension des concepts probabilistes, issues de [’évolution historique de la

discipline.

Fonction de répartition

Definition 1.2.9 On définit la fonction de répartition de la variable X. C’est la

fonction croissante définie sur R par



Rappel sur le calcul stochastique

Densité

Definition 1.2.10 La densité f(x) d’une variable aléatoire est la dérivée de la fonc-

tion de répartition (si cette dérivée existe). On peut alors écrire
VB € B, Py (B) :/f(:c)dx.
B

Probabilité conditionnelle

Definition 1.2.11 Soient (2, F,P) un espace probabilisé et A, B € F.

Si P(B) # 0 la probabilité conditionnelle de A par rapport a B, notée P(A|B), est

définie par
P(AN B)

PIAIB) = 55

Si P(B) =0, P(A|B) n’est pas définie.

Comment on représente la valeur moyenne prise par la variable X 2

Espérance

Definition 1.2.12 L’espérance d’une variable aléatoire X est le réel B[X]. Elle

représente la valeur moyenne prise par la variable X, on a deux cas :
( Si X(£2) est infini, on n’est pas str que l'espérance existe).
+o00
B[X] = / o f ()dz

—00

Lorsqu’une variable X vérifie E[X] = 0, on dit que la variable est centrée.
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Espérance conditionnelle

Definition 1.2.13 Soient X une v.a.réelle (intégrablei.e X € L') définie sur (Q; F; P)

i) Par rapport a événement, soient A € Fet P(A) #0, on a

E[X | A] = ﬁ/AXdP.

ii) Par rapport a une tribu: soient G une sous tribu de F. L’espérance conditionnelle

E[X | G] de X sachant G est l'unique variable aléatoire telle que:
1) E[X | G] est G-mesurable.

2)
VA € g,/E[X | g]dP:/XdP
A A

iii) Par rapport a une variable aléatoire:

On la note E[X | Y], telle que:
1) C’est une variable o(Y')-mesurable.

2)

/E[X | Y]dP :/Xd]P’,VA co(Y).
A A

C’est quoi une famille de varibles aléatoires?

1.2.5 Processus stochastique

Un processus stochastique est un modéle probabiliste permettant d’étudier un phénomeéne

aléatoire au cours du temps.

10
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Definition 1.2.14 Soit I = [0;T] pour T € (0,00) ou I = [0;00). une famille
de variables aléatoires X = (Xy)er avec Xy : E — R est appelée un processus

stochastique avec indice [’ensemble I.

On dit que le processus est a trajectoires continues (ou est continu) si les applications

t — Xy(w) sont continues pour presque tout w.

Remark 1.2.6 Stochastique vient du grec stokhastikos qui veut dire conjectural et de
stockhos qui signifie but. Se dit de phénoménes qui partiellement relévent du hasard

et pour lesquels on ne peut formuler que des prévisions globales d’ordre statistique.

Comment on représente toute l’information que l'on peut déduire en observant le

processus jusqu’a ’étape t?

1.2.6 Filtration

Definition 1.2.15 On appelle filtration une suite croissante (au sens de l'inclusion)

(Fi),er de o—algébres vérifiant:

s<t=F,CF CF.

Une variable aléatoire est F;-measurable si on peut toujours déduire sa valeur de F;.

Pour un processus stochastique X on associe sa filtration naturelle 77X, qui est la

famille croissante de tribus définie par:

F=0{X,, s <t}

Remark 1.2.7 On parle d’hypothéses habituelles si

11
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e Les ensembles négligeables sont contenus dans Fy,
e La filtration est continue & droite au sens ou F; = Ngoy Fy,

e Une filtration G est dite plus grosse que F si F; C Gy, Vt.

1.2.7 Processus progressif

Definition 1.2.16 Un processus (X¢),., est dit progressif (par rapport o F) si pour
tout t € I, Uapplication (s,w) — X(w) est mesurable sur [0,t] x Q muni de la tribu

produit B([0,t]) ® F;.

1.2.8 Temps d’arrét

Definition 1.2.17 Un temps d’arrét par rapport o {F;,t > 0} est une variable

aléatoire T, & valeurs dans I, telle que T est F;-measurable.

{r<t}={weQ:7(w) <t} e F.

1.2.9 Martingales:

Les martingales représentent un outil puissant pour analyser le comportement des
processus aléatoires au fil du temps, et sont utilisées dans de nombreuses applica-
tions telles que I'analyse des marchés financiers, ’évaluation des options, les jeux

mathématiques, les modeéles de probabilités discretes, et bien d’autres.

Definition 1.2.18 Soit (2, A,P) un espace probabilisé, (F,)nen une filtration et

(X)nen un processus réel.

(Martingale) La suite (X,,),en est une martingale par rapport a la filtration (F,,)nen

si on a, pour tout n € N,

12
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1. X,, est F,,-mesurable et intégrable,
2. E[X,1|F] = X, Ps.

(Sous et sur martingale) La suite (X,),en est une sous-martingale [resp. sur—

martingale| par rapport a la filtration (F,),en si on a, pour tout n € N,
1. X,, est F,,-mesurable et intégrable,

2. B[ X, 1| Fn] > X, Pos. (rvesp. E[X,i1|F] < X, Pus).

1.2.10 Exemples sur les processus stochastiques

Le mouvement Brownien, nommé en ’honneur du Botaniste Robert Brown qui I’a
découvert en 1827, est un phénomene aléatoire observé dans de nombreux domaines,
notamment la physique, la finance, la biologie et la chimie. Il est caractérisé par le
mouvement aléatoire et irrégulier des particules immergées dans un fluide, telles que

des particules de poussiére ou de pollen dans I'eau.

Definition 1.2.19 Soit (2, F,P) un espace de probabilité et B = (B;)i>o un pro-
cessus stochastique. Le processus B est appelé mouvement Brownien standard

a condition que

i) By = 0.
it) VO < s <t < oo la variable aléatoire B, — B, est indépendante de (B,),c[o,s, ceci

signifie que V0 < s1 < ... <5, <set A, Ay,...A, € B(R) on a

P(B,, € Ay,..Bs, € A, B, — B; € A)

=P(B,, € Ay,...B;, € A,)P(By — Bs € A).

13
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i) V0 < s <t <ooet VA e BR)ona

1 o
P(B,—B,e A)= ———_ / ¢ dr.
27(t — s) Ja

iv) Les trajectoires t — B;(w) sont continues.

Proposition 1.2.1 Soit B = (By)icr un mouvement Brownien standard, sa filtra-
tion naturelle:

FP = 0(B,,s€0,t])

1.2.11 Intégrale de Wiener

Definition 1.2.20 On note L? (RT) I’ensemble des fonctions Boréliennes f de R

dans R de carré intégrable, c’est-a-dire telles que

+o0o
/ 1f (s)]* ds < oo.
0

C’est un espace de Hilbert pour la norme

It = ([ r <s>ds)m.

a) Fonctions en escalier:

Pour f = 1;,,,], on pose
+oo
f(s)dBs = B, — B,.
Soit f une fonction en escalier, de la forme

F@) =" fisly i
=1

14
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on pose
—+o00

f(s)dBs = ifi—l (By, = By,_,) -
i=1

0

La variable aléatoire I (f) & f0+°° f (s) dBg est une variable Gaussienne

d’espérance nulle et de variance [ f2 (s) ds. En effet, I (f) est Gaussienne

car le processus B est Gaussien, centrée car B est centré.

De plus

Var(1(F) =S 12, Var (B, - B,

+o0

=Y Rt —ti) = 0 P s)ds =113
=1

L’intégrale est linéaire: I (f+g) = I(f)+ 1(g). Si f et g sont des fonctions

en escalier

En effet

Var (1(f +4)) = Varll (f) + 1 {g)] = Var (I (1) + Var (1 (9) + 2B (1 (£) I (2)
- [Tt e

“+00 “+o00

= f2(s) ds+/0+oog2 (s)ds +2 f(s)g(s)ds.

0 0

b) Cas générale:

On montre en analyse que, si f € L?(RT), il existe une suite f, de fonctions

en escalier qui converge (dans L? (R")) vers f c’est a dire qui vérifie

“+o00 9
/0 o = f12 (2) dr —snns 0.

15
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Dans ce cas, la suite f,, est de Cauchy dans L? (R1). La suite de v.a

“+o00
F, = fn (8) dBs,
0

est une suite de Cauchy dans I'espace de Hilbert L? (Q2) (en effet || F), — Fl, ||, =
|| fn — finlly —n—00 0), donc elle est convergente. II reste & vérifier que la

limite ne dépend que de f et non de la suite f,, choisie. On pose

def +oo +oo

1Y [ ps)ydB,= tim [ fu(s)dB,

0 n—o Jo

la limite étant prise dans L? ().

On dit que I (f) est I'intégrale stochastique (ou intégrale de Wiener) de f par

rapport a B.

Le sous-espace de L? (Q) formé par les v.a. f0+°° f (s) dB; coincide avec I’espace

gaussien engendré par le mouvement Brownien.

Intégration par parties

Theorem 1.2.1 Si f est une fonction de classe C!,
t t
/ f(s)dBs,= [ (t) B; — / 1" (s) Byds.
0 0

Propriétés de ’intégrale stochastique

L’intégrale stochastique posseéde les propriétés suivantes :

1. Linéarité

/OT (X1 +0Xy) (s)dBs = a/OTX1 (s)dB, + b/OTX2 (s) dB,.

16
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2. B[ [7 X (s) dBS} —0.

3. E :(fOTX (s) st> 2] =E [fOTX (s)? ds} , (isométrie d’Tto).

4 E (fo X, (s dB) (fOTX2 (s)st)] :EUOTX1 (5) Xo (s) ds] .

5. B -foTX (s)dBg | fu} = [, X (s) dBs, (propriété martingale).

1.2.12 Processus d’Ito

Un processus X est un processus d’Ito si

t t
Xi=x+ / byds + / 0.,dBy,
0 0

ou b est un processus adapté tel que fg |bs| ds existe (au sens Lebesgue) P.s. pour

tout ¢, et o un processus appartenant a A.

On utilise la notation plus concise suivante

dXT = btdt + O'dBt7
XO =X.

Le coefficient b est le drift ou la dérive, o est le coefficient de diffusion.

1.2.13 Formule d’Ito6

Theorem 1.2.2 (1°*® formule d’It6) Supposons f de classe C?. Alors

F(X /f X, + = /f” )ods

Theorem 1.2.3 (2°¢ formule d’Ité) soit f une fonction définie sur R, x R de

17
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classe C' par rapport a t, de classe C* par rapport a x. On a

f(t, Xy) = £(0; Xo) + /8 (s, Xs)ds +/a (s, Xs)dX; + 222( , Xs)d(X),

Theorem 1.2.4 (3°"¢ formule d’Ité) Soient X etY deux processus d’Ito issus de

x ety. Soit f une fonction de R? — R de classe C? a dérivées bornées. On a :

o2
a 2

[of

£ ) = ) + [ SLoxviax.+ [

— (X, Y5)dY; + —= (X, Y5)d(X)

s

0

/ G (X YY), + / ;g (Xo V)X, V),

Remark 1.2.8 Pour f indépendante de Y, on retrouve la 1°7¢ formule d’Ito.

Pour Y; = t, on retrouve la 2¢ formule d’It6 = Unique formule a retenir

1.2.14 Equations différentielles stochastiques

Les équations différentielles stochastiques (EDS) sont des équations qui décrivent

I’évolution d’un systéme ot des facteurs aléatoires sont présents.

Definition 1.2.21 Une équation différentielle stochastique est une équation de la

forme

t t
X, = x—l—/ b(s,XS)ds+/ o(s, Xs)dBs,
0 0
ou sous forme condensée

dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)dBt,
(1.1)
XO = X.

X, est le processus aléatoire que nous cherchons a modéliser,

18
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b(t, X;) est une fonction déterministe qui décrit le comportement déterministe du
systéme,

o(t, X;) est une fonction qui détermine la force du bruit stochastique,

B; est un processus de Wiener ou un mouvement brownien.

La notation d.X; représente la variation infinitésimale de X & un instant ¢, dt est la
variation infinitésimale du temps, et dB; est la variation infinitésimale du processus

de Wiener a un instant ¢.

Les solutions des EDS:

Une solution de EDS est un processus X continu (F;)-adapté tel que les intégrales

fot b(s, X,)ds et fot o(s, Xs)dB, ont un sens et 1'égalité
t t
X; = a:—{—/ b(s,XS)ds—i-/ o(s, Xs)dBs (1.2)
0 0

est satisfaite pour tout ¢, P.s.

Il y a une solution forte et faible.

Existence et unicité d’une solution forte

Proposition 1.2.2 Sous les conditions suivantes

1. Condition de Lipschitz globale: Il existe une constante K telle que

[b(t, 2) = b(t,y)| + llo(t, ) —a(t,y)l| < K|z =yl

pour tous les x,y e Ret t € T
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2. condition de croissance : Il existe une constante L telle que:
[b(t, )| + llo(t, y)l| < L(L + [x])

pour tous les x € Ret t € [0,77].
L’équation différentielle stochastique (1.2) admet une solution unique (X¢),-

Comment influencer ou manipuler ’évolution d’un systéme dynamique soumis & des

incertitudes ou a des fluctuations aléatoires?

1.3 Controéle stochastique

De facon générale, un probléme de controle se formule selon les caractéristiques

suivantes :

1.3.1 Etat du systéme

On considére un systéme dynamique caractérisé par son état a tout instant. Le temps
peut étre discret ou continu. Nous considérons ici qu’il varie de facon continue et
dans des conditions d’incertitude. L’horizon (intervalle de variation du temps) peut

étre fini ou infini.

Example 1.3.1 1) L’état du systéme est gouverné par I’EDS suivante:

dxy = b(t, ze,up) dt + o (t, x4, up) dBy
Xg =T.
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2) L’état du systéme est gouverné par '’EDSR suivante:

dy, = —f (t, 94, 20, wy) dt + 2, d By

(1.4)
yr = &.
3) L’état du systéme est gouverné par ’EDSPR suivante:
d.rt = b (t, T, Ut) dt + g (t, Ty, Ut) dBt
dyt — —f (t,xt,yt,zt,ut) dt+thBt (15)

o = x,yr = Y(x7).

1.3.2 Controle stochastique

La fonction u; est appelée le controle, représentant 1'action des décideurs (le con-
troleur). A tout moment, le dispose de certaines informations telles que spécifiées
par rapport & une certaine filtration F; pour ¢ dans [0,7] sur ce qui s’est passé
jusqu’a l'instant ¢, mais il n’est pas en mesure de prévoir ce qui va se passer par la
suite en raison de I'incertitude du systéme (par conséquent, a tout ¢, le contréleur ne
peut pas exercer sa décision u; avant que le temps ¢ ne soit réellement atteint. Cette
restriction non anticipative, en termes mathématiques, peut étre exprimée comme

u; est adapté a F;.

Definition 1.3.1 (Contréle admissible). On dit qu’un contréle stochastique u; est
admissible s’il est adapté a une filtration F; et les trajectoires associées a ce contréle

uy vérifiant l’état du systéme.

Autrement dit, un controle admissible est un processus adapté o (F;), avec des valeurs

dans un ensemble borélien A de R™, c’est-a-dire

U:={u :[0,T] x Q— A:u est Fi-adapté} .

21



Rappel sur le calcul stochastique

Parfois on ajoute que le contréle est de carré intégrable comme dans le cas ou le

systéme est linéaire.

Le contréle u; on appelé aussi contréle strict admissible.

1.3.3 Critére (fonctionnel) de cott

L’objectif de controleur est de minimiser le fonctionnel de cott J(u) (ou maxim-
iser §'il s’agit d’un gain) sur ’ensemble des controles admissibles, pour décrire un
probléme de controle stochastique, il est important de préciser quelle est I'information

disponsible & tout instant.

Example 1.3.2 1) Pour le systéme (1.3), la fonction de cott a minimiser est définie

par

J(w) =E {g (2r) + /0 ) (t, 20, wue) dt} .

2) Pour le systéme (1.4), la fonction de codt a minimiser est définie par
T
J(u) =E {k’ (yo) +/ h(t, ye, 2¢, uy) dt} )
0

3) Pour le systéme (1.5), la fonction de codt a minimiser est définie par

T
j(u) =L {k’ (yO) +9 (xT) +/ h (757%7 Yty Zts Ut) dt} .

0

Type des controle stochastique

Controle optimal

Definition 1.3.2 Le probléme de controle optimal consiste a minimiser une fonction

de coit J (u) sur l’ensemble des controles admissibles U. Nous disons que le controle
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uy est un controle optimal si:

J W) < J(u),Yu €U.

C’est-a-dire que le controle u* réalise le minimum du critére J (u.) sur l’ensemble

des controles admissibles U.

Controéle presque optimal

Definition 1.3.3 Soit ¢ > 0, le controle u® est dit presque optimal (ou e-optimal)

st pour tout contrdle u. appartenant a U:

J () < T (u) +e.

Controle feed-back

Definition 1.3.4 Nous disons que u; est un controle de rétroaction (ou "feedback
control” en anglais) si u; dépend de la variable d’état X;. Si FX est la filtration
naturelle générée par le processus X alors u; est un contréle de rétroaction si u; est

adapté a F7X.

Controle singulier

Definition 1.3.5 Soient Ay un sous-ensemble fermé convexes de R et Ay = [0; 0],

sotent Uyq1 et Uyge deux classes définies comme suit:

Usar = {u. : [s,t] x Q@ — A; : Fi-adapté},

Ugaz = {& 2 [5,t] X Q@ — Ay : Fy-adapté} .

Un controle admissible ¢’est une paire (u, £) Fi-adapté, a valeur dans A; x A,, telque:
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1. £ est a variation bornée, non décroissante continue & gauche, limite a droite et

S = 0.

E | sup |u]” + |&]*| < oo.
te[0,7

On note par U,q; X U,g2 'ensemble de tous les controles admissibles. Notons que
depuis d§; peut étre singulier par rapport & la mesure de Lebesgue dt, nous appellons

¢ la partie singulier du controéle et le processus u sa partie absolument continue.

Example 1.3.3 Considérons l’équation différentielle stochastique controlée suivante:

dl’t =b (t, T, Ut) dt +o0o (t, T, Ut) dBt + G (t) dgt, (1 6)

z(0) =z,

ou x est une variable aléatoire Fo-mesurable et indépendante a B telle que
E[lz]"] < oo,
pour tout m > 1. Avec
b:[0,T]xR"x A — R0 :[0,T] x R" x Ay — M,»q (R),

et

G:[0,T] — M,xm (R)

La solution z(*¢) est appelée la trajectoire du systéme controlée par (u, &) .

On considére maintenant la fonction de cotlit suivante :

T(uw,6) =B [g (wr) + /OTh(t,mt,ut) it + /OTk(t) dgt} |
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avec:

h:[0,T]xR*x A — R;g: R — R, et k:[0,7] — R,

des fonction mesurables.

Controle relaxé Soit V' c’est I’ensemble des mesures de Radon sur [0, 7] x A dont
la projection sur [0,7] coincide avec la mesure de Lebesgue dt muni de la tribu
Borélienne (la plus petite tribu), telle que application ¢ — [ f(s, a)q(ds, da) soit

mesurable pour toute fonction f mesurable, bornée et continue en a.

Definition 1.3.6 Un controle relazé q est une variable aléatoire q(w,dt,da) a valeur
dans V' telle que pour chaque t, 1y 4q est F;- mesurable. Tout controle relaxé peut étre
intégré en

q(w, dt,da) = dtq(w,t,da)

ot q(t,da) est un processus progressivement mesurable & valeurs dans I’espace des

mesures de probabilités P(A). On note par R a l'ensemble des contréles relazés.

Un controle relaxé p est dit optimal si

J (u) = inf J(q).

gER

C’est-a-dire que la valeur du critére J (q) avec le controle relaxé u est le minimum

sur 'ensemble R.

Remark 1.3.1 Le probléeme de contréle relaxé est une généralisation du probléme
de controle strict. En effet, si q¢;(da) = 6,,(da) est une mesure de Dirac concentrée
en un seul point u; € U, alors nous obtenons que le probléme de controle strict est

un cas particulier du probléme de contréle relaxé.

Example 1.3.4 Considerons un probléeme de contréle relaxé gouverné par le systéme
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sutvant:

t
xf —JH—/ / (s,2%,a) qs da)ds+/ (s,2?) dBs. (1.7)
0

La fonction de coit dans ce cas est donné par:

7@=8loeh+ [ [ nra)a o]

Si
qs(da) = b,,(da),

donc

//b(s,:cg, qs (da) ds—// (s,2% a)d,,(da)ds

0

—/ b(s,x? us) ds,
0

et

/OT/Uh(t,a:t,CIt) ¢ (da) dt:/OT/Uh(t,xt,qt)(Sus (da) dt

T
:/ h(s,x% ug) dt,
0

et le probléeme de contréle relaxé devient:

t t
Ty = a:—{—/ b (s, xs, us) ds—l—/ o (s,xs)dBs,
0 0

et la fonction de cott

T(u) =B [g(xT)—i—/OTh(t,xt,ut)dt},

qu’est un probléme de controle strict.
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1.3.4 Quelques inégalités utilisés

Proposition 1.3.1 (Inégalité de Young) Soient a, b > 0 et p > 1, ¢ < 400 deux

exposants conjugueés i.e. ]lj + é =1,

a? b
ab < — + —.
p q

Un cas simple de l'inégalité de Young est ["inégalité avec exposants 2 :

a? b
h< — 4+ —
ab < 2+2,

qui donne également ['inégalité de Young avec € > 0 :

Proof. on observe seulement que
0 < (a—0b)* = a®+b* — 2ab,

on ajoute 2ab de chaque coté et on divise par 2.

L’inégalité de Young avec ¢ suit, en appliquant I'inégalité de Young avec exposants
24

4 =a/\/E b= /eb.

Proposition 1.3.2 (Lemme de Granwall) Soient v, ety trois fonctions continues

sur [a,b], a valeurs positives et vérifiant linégalité

vte[a,b],y@)s@(m/ b (s)y (s) ds.
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Alors
ety <o+ [ o6 een ([ o)

Proposition 1.3.3 (Dévelopment de Taylor-Young) Soient f : I — R une fonc-

tion n — 1 fois dérivable, (n € N) et a,x € I .Alors

f (a)

n!

/" (a)

o (x—a)’+..+

fx)=f(a)+ [ (a) (x—a)+

(x—a)"+o(Jz—al").

Proposition 1.3.4 (Dévelopment de Taylor-Young avec reste intégral) Soient f :

I — R une fonction de classe C™**, (n € N) et a,x € I. Alors

_ , f" (a) 2 f ™ ( [ (a)
F@) = Flayf (@) - )+ 0D @ o+ [T

28
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Chapter 2

Les conditions nécessaires pour les
controdles relaxés des EDSPR non

linéaires

2.1 Introduction:

ans ce chapitre, nous examinons un probléeme de controle stochastique
relaxé, ot le systéme est dirigé par une équation différentielle stochastique
progressive rétrograde non linéaire (EDSPR). Ce chapitre a été inspiré

du réferences [2] et [5].

On utilise une classe de processus, les "controles relaxés", qui sont définis sur un

espace spécifique, P (U), ot U représente un sous-ensemble de R<.

Les controles relaxés se distinguent par deux propriétés importantes: la compacité
et la convexité. La compacité signifie que cette classe de processus est "bien fermée"
dans un certain sens, ce qui peut faciliter ’analyse mathématique et la résolution
de problémes. La convexité, d’autre part, implique que les combinaisons linéaires de

deux processus quelconques de cette classe appartiennent également a la classe, ce
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qui offre des propriétés de régularité supplémentaires et facilite encore la résolution

des problémes de controle.

Donc, 'utilisation de ces controles relaxés offre une approche mathématique struc-
turée et puissante pour résoudre les problémes de controle stochastique, ce qui facilite

I’analyse et la recherche de solutions.

L’objectif de ce type de probléme de controle stochastique est d’obtenir les condi-
tions nécessaires d’optimalité des controles sous la forme du principe de maximum

stochastique de Pontryagin.

Le principe de maximum stochastique de Pontryagin est une extension du principe
de maximum classique de Pontryagin aux problemes de contrble stochastique. Il
fournit des conditions nécessaires pour les controles optimaux dans le cadre des
systémes dynamiques stochastiques. Ces conditions mettent en jeu les fonctions de

cofit, les équations d’état et les équations adjointes associées au systéme controlé.

Pour atteindre notre objectif, nous utilisant le fait que ’ensemble des controles re-

laxés est convexe, pour appliquer la méthode de perturbation convexe.

2.2 Formulation du probléme

Soit T" un nombre réel strictement positif, (2, F, (F;)scr+,P) un espace probabilisé
filtré satisfaisant aux conditions habituelles, B = (By;,t € [0;7]) un mouvement

Brownien d-dimentionnel et U un sous ensemble de R?.

Considerons un probléme de controle relaxé gouverné par 'EDSPR suivante:

)
Aot = [, b (8, a) g (o) db + [, o (1,27, 0) g (da) dB,
Ty =1z

dyf = — [, [ (t.2}4f, 21, a) g (da) dt + 2}dB,

(2.1)

yr = ¢ (x7),

\
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telle que les fonctions suivantes soient mesurables et bornées:

¢

b:[0,T] x R" x U — R",
0: [0, T] x R" x U — Myxa (R),
F00,T] X R X R™ x Myea (R) x U — R™,

p:R* — R™,

\

et x est une variable aléatoire Fy— mesurable & n—dimension telle que
E Ua:ﬂ < 0.

Le coefficient b s’appelle le drift, o s’appelle le diffusion de 'EDS et f s’appelle le
générateur de 'EDSR.

La fonction de cotit & minimiser sur I’ensemble des controles relaxés R, est défini de

T (@) =B |g(ah) + () + / / Lo z0) g(da)de| . (2.2)

telle que:

g:R" — R,
h:R™ — R,

[:]0,T] x R" x R™ x My»q (R) x U — R.

Les coefficients de ’équation (2.1) et le coiit courant sont linéaires par rapport a la

variable de controle relaxé.

Un controle relaxé p est dit optimal si

J (p) = inf T (q). (2.3)

qeER
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2.2.1 Théoréme d’existance et d’unicité

Theorem 2.2.1 (Eristance et unicité)

Soient b, o, f et ¢ des fonctions boréliennes. On suppose qu’il existe une constante

K > 0 telle que, pour tout ¢ € [0,T], tout (z1, T2, Y1, Yo, 21, 22) € RZVT2mT2nxm

1. Condition de Lipschitz (H1):
b (t, x1,u) —b(t,x0,u)| < K (|1 — x2|2) )

HO’(t,LEl,U) — 0 (t,ZEQ,U)H2 < K (|LE1 — .732|2) s
|f (taxlaylyzlaa) - f<t7$27y2722aa)|2 < K (|CC1 - ZL'2|2 + |y1 - y2|2 + ||Zl - 22||2) )

|l (taxlaylv Zlaa') - l (taany2>Z27a)|2 S K (|$1 - l'2|2 + |y1 - y2|2 + ||Zl - 22”2> .
2. Condition de régularité (H2):

i) Les fonctions b, ¢, 0, et g sont continues, bornées et continuement différen-
tiables par rapport a z, et les fonctions f et h sont continues, bornées et

continuement différentiables par rapport a (z, vy, z) , et a y respectivement.

ii) Les dérivées de b, p, 0, et f par rapport leurs arguments sont continues et

bornées.
iii) Les dérivées de [ sont bornées par K (1 + |z, |y|, ||z]]) -

iv) Les dérivées de g et h sont bornées par K (1 + |z|), et K (1 + |y|),VK > 0.

Sous I’hypotheése (H1) ou (H2), I’équation (2.1) a une solution forte unique (z,y, 2)

et le cotit J est bien définie de U dans R.
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2.3 Reésultats préliminaires

Comme l’ensemble des controles relaxés est convexe, donc la méthode classique
pour obtenir les conditions nécessaires d’optimalités pour les controles relaxés c’est
la méthode de perturbation convexe. Plus précisément, soit ;4 un controle relaxé
optimal et (z*, 3", z*) la solution de (2.1) controlée par p. Ensuite, pour chaque

t € [0, 7] nous pouvons définir un contrdle relaxé perturbé comme suit :

1 = e+ 0 (g — ),
ce qui implique:
Mf_#tze(%—ﬂt),

ou # > 0 est suffisamment petit, et ¢ est un élément arbitraire de R.
Désignons par (xe, y?, 2‘9) la solution de 1’équation (2.1) associée & u’.

A partir de Poptimalité de p, I'inégalité variationnelle sera dérivée du fait que
0< T (1) =T (1)

Pour cela, nous avons besoin du lemme classique suivant:

Lemma 2.3.1 Sous l'hypothése (H2), nous avons:

lim E | sup |z] — xﬂQ =0, (2.4)
0—0 | tefo,1] |

. 0 m 2 .

lim B | sup |y —yl'|"| =0, (2.5)
0—0 | t€[0,7] |

T 2

lim E U [l dt} =0. (2.6)
0—0 0

Le Lemme affirme qu’a mesure que le paramétre de perturbation 0 devient plus petit,
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les différences entre les trajectoires (x?,yf , 27

) associées aux controles perturbés et
les trajectoires (', yy', 2f') associées aux les controles optimauzx, diminuent.

Proof. 1. Preuve (2.4): Nous avons

—x—l—// s,28,a) il (da) d8+// (s,2%,a) u (da) dB;,

et
xy —x+/ / (s,z4, a) ps (da) ds—i—/ / (s,z% a) ps (da) dBs.
Done:
¢
x?—xf:/ /b(s,xs,a)us (da) ds—l—/ /0 s, 2%, a) p? (da) dB;
0o Ju 0o Ju
¢
—/ /b(s,mfj, a) ps (da) d //a s, at, a) s (da) dBs.
0o Ju 0o Ju
Alors

t
xf—xf:/o (/Ub(s,xs,a 1% (da) — /Ub s,k a) g da))d
t
—l—/ (/U(S,st,a 1 (da) — /0 s, xt, a) (da)) dBs.
o \Ju U

En utilisant la valeur absolue

/Ot {/Ub(s,xs,a) 1% (da) — /Ub(s,:z:’;, a) s (da)] ds

/Ot {/U (s,2%,a) pl (da) — o (s, 2%, a) ps (da)} dB.

’$t_xt|<

+
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En utilisant Yong

2
|mt—mt| <2

¢
/ {(/b(s,xs,a 12 (da) — /b s,k a) g da))} ds
0 U U
t
/ (/U(s,xs,a ) 1l (da) — /0 s,z a) ps da)) dB;
o \Ju U

En utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwartz,

</Ot|1|2ds) (/Ot
/Ot (/U (s, 27, a) pf (da) — /U (s, 2", a) s (da)) B,

Ce qui implique

|$t—$t| < 2T (/Ot /Ub(s,xs,a),us(da) /[;b<8’xs7a)/1’s(da)2d5>
/Ot </U (s,2,a) p (da) — /U o (s, 2" a) i (da)> st2

Par passage a l'espérance et appliquant ’Isométrie d’Ito, on obtaint:
2
ds)

¢
E‘l’t—l’t‘ <2TE</
0

ds}.

w28 ][] [ o (sota) )~ [ o s.0) s (0

2
+2

|$t_$t|

[ plsatia) st - [ bs.ati e (do)

2

“)

+2

+2

[ psatia) i) = [ bGs.ata o
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En ajoutant et retranchant, on trouve

[

E|xt—xt‘ <2TE

/Ub(S,:Us,a) pg (da) — /Ub(S,a:S,a) 115 (da) 2] ds]
/Ot /Ub(s,xs,a) ps (da) — /Ub(s,xs,a)us (da) QdS]
+ 2E -/Ot [ 2] ds]

+ 98 -/Ot /Ija(s,xs,a)us(da) /Ua(s,a;g, ),us(da)st],

+2TE

/UU(S,xS,a) 10 (da) — /Ua(s,xs,a) 1o (da)

donc

E|zf — 2" < 2TE [//{b (s,2%,a) (1 (da) — ,us(da))|2ds]

+2TE [//|b s,2’,a) —b(s,a¥,a }Q;LS(da)ds}

+2E |://‘0’ (s,2%,a) (1) (da) — ,us(da))|2ds}
+2E |://‘0’ s,xs,a —o(s,z" a |2,us(da)ds],

d’apreés la définition de pl, on a

E|z) — o’ < C4°E [/ ds/\b 5,29, a) (¢ (da) — us(da))\z}
ccm [ s [ 10000 050 s ]
+ CO°R U ds/ o (s,2%, @) (g (da) — us(da))lﬂ
LR [/ dg/\ o (s,2%,0) — o (s, 2, ))us(da)}z},

Comme b et o sont Lipschitzienne et bornées, on a

B [2f - o’ <OEU |2 — 2| d8:|+092
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Appliquant le lemme de Gronwall et ’inégalité de Bukholder-Davis-Gundy, nous ob-
tenons

lim E

—0

sup |:1ct — Xy ‘
t€[0,T]

2. Preuve de (2.5) et (2.6): Nous avons y? — y' sous la forme intégrale:

vl =yl = (z%) — o (ah)

/ (/f s,ms,ys,zs,a us (da) /f s,xg‘,yg,zg,a)us(da)) ds
[~ 4.
¢

et sous la forme différentielle:
d(y! —y') == [f (ol ol 2 a) pd = f (62 ot 2t a) ] dt+ || 2] = 2| dBy
En appliquant la formule d'Tto o (y! — y!')*, don,
d(yl —y) =200 — i) d (v — )+’ — vy — "),
d(y! =) =2 — o) d (! — o) + |20 — 2| dt,
par passage o Uintégrale de t o T et Uespérance, on trouve

g 0 2 6 |2
Blof — '+ | [ 11— 21 ds] =B [lo (o) - o el
T
2 9_M7 7?75737 gd - 75’5757 5d>
vom | [ (-t [ 7 Gttt ~ [ f sttt )

).
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Les conditions nécessaires pour les controles relaxés des EDSPR

D’aprés l'inégalité de Young, pour chaque € > 0, nous avons:

Byl — | +E[/ 126 — 2| dS]
SE[Iw(af%)— + EU ly? — g’ dS}

T
t B / f (5,2% 10, 2%, a) 4 (da) — / £ (s, 2%, 22, a) s (da)
U U

2
ds]

<8 [Jo (o)~ o] + 28] [ 12—l e

2
+ el f(saxzuygazg?a) :ug (da)_/f(3>$ga92azgaa) s (da) ds
U U
T 2 ]
v | [ [ (atafectia) wotda) — [ (st 2ta (o) ds|.
U U
Ensuate,
Byl — gt +EV 120 — 22| ds}
SE[\sO(fE%)—sO(I‘TL)\ +;EU !yﬁ—yﬁ}ZdS]
t
T 2
+ Cek /f S, saysvzsﬂa’) (:ug (da)_:us (da)) ds
T N 2
—i—C’a]E/ / (f (s,2%, 90,20 a) — f(s,at,y" 2", a)) ps (da)| ds.
t |Ju

D’apreés la définition de 1, on a :

Byl — | +EV 120 — 22| ds}
<8 [Jo (o) — o anf’] + 28] [ 1t -2t
bR UT/ £ (s,0% 40, 27, a) (q, (da) — g, (da))les]

—i—C’&?]E/ /| 5, S,ys,zs,a) f(s,xg,yg‘,zfj,a)),us(da)|2ds,

38



Les conditions nécessaires pour les controles relaxés des EDSPR

Comme ¢ est Lipschitzienne et f est Lipschitzienne et bornée, alors

T
By~ +E U |2 —zg‘H2ds} (2.7)
t

T T
<(froe)n] [ p-wla]rom|[I2-2a]vat @y
t t

ot of est donné par:
2 T 2
of =K “m?p — 4| ] + CeE [/ |2¥ — x| ds] + Ceb?.
¢

D’aprés (2.4), nous avons

. 0
elino a, =0. (2.9)

On choisit € = alors (2.7) devient

QC’

1 T 2 1 4
E‘ —yt| + E / st—zfjH ds| < 2C’+§ E / ‘ys—ys} ds —|—04t
t

A partir de l'inégalité ci-dessus, nous tirons deux autres inégalités

B [y -] < (20+ )E[/f\yf—yg‘}zds] o,

T T
E U 1 - zg\ﬁds] <(UC+1)E U ! — ygﬁds] W) (2.10)
t t

Appliquant le lemme de Fubini, et le lemme de Gronwall nous obtenons

B [l - ot §afexp(<20+%> t),

par passage a la limite, quand 6 tend vers 0 et on a:
lim B [|yf — of'|’] =0
Jim B [y} — yf|
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Les conditions nécessaires pour les controles relaxés des EDSPR

et linégalité de Bukholder-Davis-Gundy, nous obtenons

E | sup \yt—yt| SEUyt_yt|]

t€[0,T]

Ce qui implique
E

sup |yf — | ] = 0.
te[0,7]

. Enfin, remplacant (2.10) dans (2.9) on prouve (2.6). m

2.3.1 Equations Variationnelles

(2.11)

Lemma 2.3.2 Soit T; et 1, respectivement les solutions des équations linéaires suivantes

(appelées équations variationnelles)

+ [J, (¢t 2t a) e (da) — [, b(t, 21, a) g (da)] dt

570:()’

et

dgt - _fU [fm (t7x¢7yfuzz/:7a) jt + fy (tuxfuyfazfa(w gt + fz (tuxfayf7zf7a) Zt] Mt (da) dt

)
dzy = [, by (t, 2}, a) pe (da) Tedt + [ 04 (t, 24, a) pe (da) T,d By

+ [fUa(t,a:t, i (da) fU (t, 2, a (da)] dB,

(2.12)

+ [fU f (ta l‘#,y#, Zt ) Nt da fU t SB?, y#a Z#a a) 4 (da)} dt + 5tdBt7

yr = P (ZE%) Tr.

Alors, les estimations suivantes sont valables

6 u 2
lim B B ] — 0,
0 _ 2
. Yy — Yy -
lim E - =
m 7 Ut ] 0,

(2.13)

(2.14)

(2.15)



Les conditions nécessaires pour les controles relaxés des EDSPR

T .0 iz 2
2 — %
lim E / t Tt 3 dt] =0.
0—0 0
Proof. Pour simplifier, nous posons
0 H 0 iz 0 1
xy —x — z — %
X0 = ; t _i,t7}/;9:yt Hyt — g, 20 = ; t_ 3,

(t, AL a) = (t,af + 20 (X7 + &)yl + M0 (Y +3) 2 + M (2] + Z) ,a

Preuve de (2.11): d’apres (2.1), (2.11) et la notation (2.16), we have:

x0= g [ ([ sotantian - [ bis.ataniian))

1 t
+§/ (/ b(s, z" a)u’(da) /bs,xs,a s da)
o \Ju U
1 t
+§/ (/ o(s,2? a)u’ (da) /a s, xt a) da)) dB;
o \Ju U
1 t
+—/ (/ o(s, 2" a)u’(da) — /as,:cs,a Ls da)st
0.Jo \Ju U

/ by(s,xt, a)us(da)Tsds
U

t
—/ /ax(s,xs,a)us(da)i"sst
0

_/Ot (/Ub(s,xs7a)/~bs(da) /Ub(s,a;g, )qs(da)) ds
_/Ot/ot (/UO(S,xS,a)Ms(da)—/Ua(s,x’;,a)qs(da)> dB,.

(2.16)

(2.18)

On a: X{ = 3(2f — ') — &, donc: af + & = 5(z) — z/'), on utilise la définition de
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Les conditions nécessaires pour les controles relaxés des EDSPR

1Y, on obtain:

5 ([ tssstamtian — [ os.stamiiae) ) as

w5 [ ([ otsatianiian) - [ oto.stayptian) an.
— %/Ot /U(b(s, g, a) = b(s, 2t a))(ps + 0(qs — ps))(da)ds

1 [t )
+ 5/0 /U(J(s,xz,a) —o(s, 2", a)) (s + 0(qs — ps))(da)dBs.

Apres le dévelopment, on a:

% /Ot (/U(b(s’ 23, a) = b(s, z¥, a)) (s + 0(gs — us))(da)) ds (2.19)

(0(s,25,a) — o(s, 2%, a)) (ns + 0(gs — p1s))(da)dB;

—_

S~

_I_

N
o\éo\“
S—

s~
S 5—
N~
S

b2 4 A = a2), (o~ a2) 1 + 000 — 1)) () ) s

+
I~ D=
—
S

S~

Ux(sa xg + /\(mg - fL‘g), a)(mg - l‘g)(ﬂls + Q(QS - Ns))(da)) st

b5, L )XY +22) i + 00— ) () ) s

[y

+
S
c\ﬁ
S

05T, )XY + ) (s + 0(gs — Ms))(da)> i,

ot (5,I%, a) := (s,2% + M(X? + 7;),a). Remplacant (2.18) dans (2.17) et passant &

I’esperence, on obtaint:

BIXOP) < CE [ fi fy | e(s.T0 @)X P ra(da)dAds]

+CE [fy Jo Ju | 025, T @)X 2 pry(da)drds] + CB|@f 7,
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Les conditions nécessaires pour les controles relaxés des EDSPR

ou

1
/bm 5,19 a)(2? — 2")qy(da)d)ds
U

)
)
y
)
y
)
")
///%Sr 0)7.p1x(da)dB,

commee b, et o, sont continues et bornées, on a:

c\

1
/ b.(s,T% a ) s (da)dNds
U

S~

1
/bw 5,19 a)Z,ps(da)d)ds

S

o\o\

U

[ ot

/a;E 5,19 a)Z,ps(da)d\d By

—_

1
/ 0.(5,T%, a ") qs(da)d\d B,
FG

— 2t us(da)dAd By

=

c\c\

-

b (s, Fe VT spis(da)ds

S~

t
E[| X! 2] = CE [/ ]Xf|2ds] + CE[|®!|]
0

et

lim B[|#f|*] =

(2.20)

(2.21)

Utilisant (2.20), lemme de Granwall et I'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy dans

(2.19), on trouve (2.13). =

Par la méme méthode de preuve de (2.13), on peut prouver (2.14) et (2.15).

2.3.2 Inégalité variationnele

Lemma 2.3.3 Soient 1 un controle relaxé optimal minimisant le fonctionnel J sur

R, et (x},yl', 2l") la solution de (2.1) associée o p. Alors pour tout ¢ € R, nous
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Les conditions nécessaires pour les controles relaxés des EDSPR

avons

0 < Elga (27) Zr] + E[hy (y5) Go] (2.22)

r pT
w8 | [C] [ testor e - [ it am@)] ¢
LJ O U U
r pT
=1y [/w gt o) (da) 5 [ 1 et ot ) o (d) 5 ] dt]
LJ O U U

+E // (t,xf ', 2t a ),ut(da)ztdt]

Proof. Soit ;i un controle relaxé optimal minimisant le codt J sur R, alors nous

obtenons

0<TW) =T (),

donce

0

IN

B g (+7) =9 ()] + B [h (5) = ()]

[
UT L(t,al g, 2] a ),uf(da)—/
9 (a7) — g (@)] +E [h (v0) — P (%5)]
E[/O " (da) — /

HEUOT( Lt 2l 2 a) pf (da) — /Ul(t gl g ),ut(da))d}.

Divisant par 0 et par la définition de 11° nous obtenons

+
=

(ot o) e ) ) |

S

@

+

ltxt,yt,zt,

q\vc\

Lty urs 2t a )U?(da)) dt}

-

OS%E g (xeT)—g(:rgﬁ)}Jr%E [l (58) — ()]
+% {OT (/Ul(t Ty %5 a) 9(da)—/Ul(t CARTANANG) (da))dt}
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Les conditions nécessaires pour les controles relaxés des EDSPR

Passant au dévelopement, on trouve

0<E [/01 (92 (24 + N0 (&7 + XT7)) @r] dk} (2.23)
+E _/l [y (yh + A6 (G0 + Y7)) o] dk}

+E / / / (s,A% a) %+ 1, (s,A% a) G + L. (s,A%,a) %) ut(da)dAdt}

+E/ (/ut,xt,yt,zt, >qt<da>—/z<t,x¢,yf,z;‘,am<da>)dt]+pf,
LSO U U

ot p! est donné par

1
=B [ o (o 30 (50 + ) 8]
0
1
—HE/ [hy (48 + A0 (5o + Y1) Y] dA

+E/// (5, A% a) (= 2) + 1y (s, AL a) (v — )

+1. (s,A%,a) (2] — 2")) @ (da) dAdt]

_E/// (5, A7 a) (2 — 22) +1, (s, A%, a) (4 — )

+1. (s, A% a) (2 — 2')) e (da) dAdt]

+E / // (s, A% a) X0+ 1, (s,A2,a) Y + 1. (5,A%,a) Z)) 11 (da) dAdt | .

Puisque les dérivées g, hy, l;, 1, et |, sont bornées, alors en utilisant l'inégalité de

Cauchy-Schwartz, nous avons

Bl < B [|x4] + cB ]
T T T
+C’E[/ ]mf—xﬂth]JrOE[/ |yf—yﬂ2dt}+CE[/ ‘zf—zt“fdt}
0 0 0
! 0|2 ’ 0|2 ’ 0|2
+CE / | X7 |"dt| + CR / Y7|" dt +O]E/ | Z]|" dt| .
0 0 0
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Les conditions nécessaires pour les controles relaxés des EDSPR

En utilisant (2.4), (2.5), (2.6), (2.13), (2.14), (2.15), nous obtenons
. 012
Jim B Dpt| ] ~0. (2.24)

D’pres gg, hy, 1y, 1, et 1, sont continues, par passage a la limite lorsque 0 tend vers

0 dans (2.22) et utilisant (2.23) on trouwve l'inégalité variationnelle (2.21). ®

2.4 Les conditions nécessaires d’optimalité pour

les controles relaxés

A partir de I'inégalité variationnelle (2.21), nous pouvons maintenant énoncer les con-
ditions nécessaires d’optimalité pour le probléme de controle relaxé {(2.1),(2.2),(2.3)}

sous forme d’un principe de maximum.

Theorem 2.4.1 (Les conditions nécessaires pour les controles relaxés) Soit p un
controle relaxé optimal minimisant la fonction de coit J sur R et (zf,y)', 2}") la
solution de (2.1) contrélée par p. Alors, il existe trois processus adaptés (k*, pt, P*),

solution unique du systéme EDSPR suivant (appelé équations adjointes)

(

dk# = Hy (t> '1'#7 y#? Z#? Moty k#,p#, Ptu) dt
+HZ (t’ xf’yf7zf7ﬂt7kf7pij/7 Ptlll‘) th’
=y () (2:25)

dp# = _Hx (t, xfayéﬂ Z#>Mt> Iff,pf7 ]Dtu) dt + PthWta

P = 9= () + pa (1) K,

tels que pour chaque g, € P(U). Alors

H <t7 'réLJ yf? ZZU‘J Mt?p?7 k#? Pt’“) S H (t7 ‘fLJtJI7 y#7 Z[“,“? th kéL?p/iL? Pt’u) 7P'87 (2'26)
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Les conditions nécessaires pour les controles relaxés des EDSPR

ou le Hamiltonien H est défini a partir [0, T] X R" X R™ x M,«q (R) X P (U) x R™ x

R™ X M,xq (R) dans R par

H by, 2,k p, P) — / L(t,2,y, 2 a) g (da) + p / b(t,, ) q (da)
U U

+P/O-(t7x7a)Qt(da)+k/f<t7x7yazaa)qlf(da>'
U U
Proof. Puisque kff = hy (y§)) et P = g, (2) + ¢, (2%) k), alors (2.21) devient

T
0 < B phir] + B [Ko] — B i (o) k] + B [ | [ttt ot o) (o) dt]
0 U

(2.27)
T
+ E |:/ / (ly (t, l’fa y#> 357 (I) Ue + L (t, .Z'g, yf, Z#, a) 5,5) It (da) dt:|
o Ju
T
+E [/ (/ L(t,xf, yi's 215 a) g (da) — / L(t, 2z, yl, 21 a) (da)) dt} _
0 U U
En appliquant la formule d’'Tt6 a (p}'z;) et (k)'g;), on trouve
Sl = (2.28)
T
) / </ fo (62 y1's 215 a) g (da) Ky + / Lo (t, 2yt 2t a) (da)) jtdt}
LJo U o
(2.29)

+E :/OTpﬁ (/Ub(t,xﬁ,a) ¢ (da) — b (t,x}, a) (da)) dt}

+E :/OTW </Ua(t,xf,a)qt(da)—La(t,xf,a)m(da)) dt].
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Les conditions nécessaires pour les controles relaxés des EDSPR

et

E [k§ 0] = B [kyr] (2.30)

T
- E ( y (62 ur 21 a) e (da) ylﬁ"‘/f:v tay yp sz, a )Nt<da)xt> k”dt}
T
B[ [ [ sttt taa - [ £t tam <da>] it
0 U U

T
- E {/ L (t, =iy, 24 a) g (da) tht] :
o Ju

+

Remplacant (2.27) et (2.28) dans (2.26), on trouve pour chaque ¢ € R:

T
OSE/ [H(t xtaytazta(Ztakt?pta ) H(tﬂxfayf7zf7”t7k#>pfjaPtu)]dt'
0

Maintenant, laissons ¢ € R et F' étre un élément arbitraire de o—algebre F;, et

définissons

T = @ lp + e lo_p.

Il est évident que 7 est un controle relaxé admissible. En appliquant I'inégalité

ci-dessus avec m;, nous obtenons
0 <E[1p{H {2t v, 2 an ki 0l P = W (ot ', 20 e ki o, P VE € F
Ce qui implique que

0 <E[H (2 yrs 2 a0 ki ot BY) = W2 yr 2t s ki plf s P /-

La quantité a l'intérieur de I’espérance conditionnelle est mesurable par rapport a

Fi, et donc le résultat découle immédiatement. m
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Conclusion

es controles relaxés se distinguent par deux propriétés importantes: la com-
pacité et la convexité. La compacité signifie que cette classe de processus
est "bien fermée" dans un certain sens, ce qui peut faciliter I’analyse math-
ématique et la résolution de problémes. La convexité, d’autre part, implique que les
combinaisons linéaires de deux processus quelconques de cette classe appartiennent
également a la classe, ce qui offre des propriétés de régularité supplémentaires et

facilite encore la résolution des problémes de controle.

Donc, 'utilisation de ces controles relaxés offre une approche mathématique struc-
turée et puissante pour résoudre les problémes de controle stochastique, ce qui facilite

I’analyse et la recherche de solutions.

L’objectif de ce type de probléme de controle stochastique est d’obtenir les condi-
tions nécessaires d’optimalité des controles sous la forme du principe de maximum

stochastique de Pontryagin.

Le principe de maximum stochastique de Pontryagin est une extension du principe

de maximum classique de Pontryagin aux problémes de controle stochastique.

Dans ce travail, on a établi les conditions nécessaires d’optimalité satisfaites par un
controle stochastique relaxé pour des systémes gouvernés par des équations différen-
tielles stochastiques progressives rétrogrades non linéaires. Pour réalisé cet objectif,
nous utilisant le fait que I’ensemble des controles relaxés est convexe, et nous appli-

quons la méthode de perturbation convexe (faible).
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ﬂsumé \

Dans ce travail, nous étudions les conditions nécessaires d'optimalité des controles relaxé pour les
équations différentielles stochastique progressives et rétrogrades (EDSPR) non linéaires. Dans le
premier chapitre, nous donnons quelques généralités de calcul stochastique ainsi que les différents
types des contréles stochastique . Dans le deuxiéme chapitre nous établirons les conditions
nécessaires d'optimalités sous forme d'un principe de maximum stochastique pour le contréle
relaxé des systemes des EDSPR non linéaires .

\_ J
(" asstRact A

In this work we study the necessary optimality conditions of relaxed controls for nonlineair forward-

backward stochastic differential equations (FBSDEs). In the first chapter, we give some generalities of
stohastic calculus as well as the differents types of stochastic control . In the second chapter, we
establish the necessary optimality conditions in the form of a stochastic maximum principle for
relaxed controls for system of nonlineair FBSDEs.
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