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Introduction

U
ne équation mathématique est une égalité entre des termes contenant

des nombres, des variables et des opérations, exprimant des relations

entre des quantités. La résolution des équations a débuté avec les

anciennes civilisations, puis les Arabes ont développé des méthodes directes. Plus

tard, des approches modernes ont émergé, utilisant des symboles clairs. Di¤érents

types d�équations sont apparus, y compris les équations di¤érentielles.

Une équation di¤érentielle relie des fonctions inconnues à leurs dérivées successives,

elles ont été introduites avec le calcul di¤érentiel et intégral de Newton et Leibniz.

Newton a présenté trois types d�équations dans son ouvrage [9] de 1671. En 1695,

Jacob Bernoulli a formulé l�équation de Bernoulli [4], que Leibniz a tenté de simpli�er

l�année suivante [6].

Après cela, plusieurs types d�équations di¤érentielles sont apparus, y compris les

équations di¤érentielles stochastiques (EDS). Les EDS introduisent le concept d�aléatoire,

les distinguant des équations di¤érentielles ordinaires (EDO) déterministes. Elles

modélisent divers phénomènes tels que la di¤usion de particules ou les �uctuations

de prix sur les marchés �nanciers. Les EDS sont utilisées dans divers domaines et

nécessitent des concepts avancés de probabilité et de processus stochastiques.

Ensuite, un type complexe est apparu inversant le sens du temps par rapport aux

EDS traditionnelles: les équations di¤érentielles stochastiques rétrogrades (EDSR).

Les EDSR ont été introduites en 1973 par J.-M. Bismut [5] dans le cas où le générat-
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Introduction

eur f est linéaire par rapport aux variables Y et Z. Il faudra attendre jusqu�au début

des années 90 (les travaux de E. Pardoux et S. Peng [10]) pour obtenir le premier

résultat d�existence et d�unicité de solution pour les EDSR non linéaires.

Ensuite, un type plus complexe a été introduit où la solution dépend explicitement

à la fois du passé et du futur de sa propre trajectoire : les équations di¤érenti-

elles stochastiques progressives rétrogrades (EDSPR). Les EDSPR ont été étudiées

pour la première fois par Antonelli dans [1]. Il a démontré l�existence et l�unicité

de la solution des équations di¤érentielles stochastiques progressives rétrogrades, où

la solution dépend explicitement à la fois du passé et du futur de sa propre tra-

jectoire, sous une hypothèse de Lipschitz. Depuis cette date, ce type de systèmes

(EDSPR) est rencontré dans les problèmes de contrôle optimal stochastique et de

�nance mathématique.

L�objectif de ce mémoire est d�établir les conditions nécessaires d�optimalité ce forme

de principe maximum pour un problème de contrôle relaxé pour un système gouverné

par l�EDSPR non linéaire suivante:

8
>>>>>>><

>>>>>>>:

dxqt =
R
U
b (t; xqt ; a) qt (da) dt+

R
U
� (t; xqt ; a) qt (da) dWt

xq0 = x;

dyqt = �
R
U
f (t; xqt ; y

q
t ; z

q
t ; a) qt (da) dt+ zqt dWt

yqT = ' (xqT ) ;

òu le coe¢cient de di¤usion dépend explicitement de la variable de contrôlela et la

fonction de coût à minimiser sur l�ensemble des contrôles relaxés R, est dé�nie par

J (q) = E
�
g (xqT ) + h (yq0) +

Z T

0

Z

U

l (t; xt; yt; zt; u) qt(du)dt

�
:
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Introduction

On dit que le contrôle relaxé admissible q� est un contrôle optimal si:

J (q:) = inf
�:2R

J (�:):

Ce mémoire est composé de deux chapitres :

Chapitre 1 : Dans ce chapitre, nous présentons les di¤érents notions du calcul

stochastique: tribu, mesure, espace mesurable, probabilité, espace probabilisé, vari-

able aléatoire, processus stochastique, �ltration, adaptation, martingale, sous et sur

martingale, mouvement Brownien Intégrale de Wiener, processus d�Itô et formule

d�Itô,..ect. On donné aussi dans ce chapitre les dé�nition des di¤érents types de

contrôle stochastique.

Chapitre 2 : Notre objectif dans le deuxième chapitre est d�établir la condition

d�optimalité nécessaire sous la forme d�un principe de maximum stochastique, pour

des contrôles rélaxé pour des systèmes gouvernés par des équations di¤érentielles

stochastiques progressives rétrogrades non linéaires (EDSPR). Pour atteindre cet

objectif, nous utilisons le fait que l�ensemble des contrôles relaxé est convexe et

appliquons la méthode de perturbation faible (convexe).
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Chapter 1

Rappel sur le calcul stochastique

1.1 Géneralités

L
�objectif principal de ce chapitre est d�introduire les résultats sur les pro-

cessus stochastiques, les mesures, le mouvement brownien et les équations

di¤érentielles stochastiques qui seront utilisés dans le deuxième chapitre

pour établir les conditions nécessaires pour les contrôles relaxés des EDSPR non

linéaires. Ce chapitre a été inspiré du [3],[7], et[11].

1.2 L�espace des événements

Soit 
 un ensemble, ce pourra être un ensemble abstrait, ou un ensemble concret

comme un ensemble �ni ou dénombrable, l�ensemble R des nombres réels, ou une

partie de R, le corps C des nombres complexes, l�espace Euclidien Rd, un espace de

Hilbert, ou de Banach, ou un espace topologique.

De�nition 1.2.1 
 est l�ensemble de tous les résultats possibles qui peuvent être

obtenus au cours d�une expérience aléatoire.
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Rappel sur le calcul stochastique

Remark 1.2.1 Un sous-ensemble de 
 est un événement.

1.2.1 Tribu

Les tribus permettent de dé�nir rigoureusement la notion d�ensemble mesurable.

De�nition 1.2.2 On appelle tribu (ou ��algèbre) sur 
 un sous-ensemble, A �

P(
), telque:

i) 
 2 A,

ii) A est stable par passage au complémentaire : A 2 A ) Ac = 
 j A 2 A,

iii) A est stable par réunion dénombrable : An 2 A;8n 2 N ) S

n�N

An 2 A.

Remark 1.2.2 Un ensemble 
 est dit dénombrable s�il existe une bijection de 
 sur

N, réunion est dite « dénombrable » parce que l�ensemble des indices l�est.

Exemples sur les tribus

1. { ;, 
} est une tribu, appelée tribu grossière.

2. P(
) est une tribu de parties de 
, (c�est la plus grande possible).

3. Soit " � P(
) quelconque. L�ensemble de parties �(") := T

A tribu �"
A est une

tribu, c�est la plus petite tribu (au sens de l�inclusion) contenant 
. On l�appelle

tribu engendrée par 
.

Remark 1.2.3 Cette intersection est non vide car P(
) est une tribu conten-

ant ".

4. La tribu engendrée par les intervalles ouverts de R est appelée tribu Borélienne

et notée B(R).
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Rappel sur le calcul stochastique

1.2.2 Espace mesurable

De�nition 1.2.3 Un couple (
;A) constitué d�un ensemble 
 et d�une ��algèbre

A de parties de 
 est appelé un espace mesurable.

De�nition 1.2.4 Soit (
;A) un espace mesurable. On appelle mesure une applic-

ation m : A ! �R+ (avec �R+ = R+ [ (+1)) véri�ant :

1. m(;) = 0,

2. m est ��additive, c�est-à-dire que pour toute famille (An)n2N d�éléments de A

disjoints deux à deux (i.e. tels que An \ Am = ;, si n 6= m) on a :

m

 
[

n2N

An

!

=
X

n2N

m (An) :

Example 1.2.1 (Mesure de Dirac) Soient (
;A) un espace mesurable et a 2 
.

On dé�nit sur A la mesure �a par (pour A 2 A):

�a(A) =

8
><

>:

0 si a =2 A;

1 si a 2 A:

Probabilité, espace probabilisé

De�nition 1.2.5 On appelle probabilité une mesure P surA telle que P(
) = 1: Le

triplet (
;A;P) est appelé espace probabilisé.

Remark 1.2.4 Un événement A est presque sûr si P(A) = 1.

De�nition 1.2.6 Si (
;A) et (E;B) sont deux espaces mesurables, une fonction

X : 
 ! E est dite mesurable (par rapport à A la ��algèbre sur l�espace de départ


, et B la ��algèbre sur l�espace d�arrivée E), si:

8B 2 B; X�1(B) 2 A:
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Rappel sur le calcul stochastique

1.2.3 Variable aléatoire

De�nition 1.2.7 Soit un espace de probabilité (
;A;P). Rappelons qu�une applic-

ation X:
 �! E est appelée une variable aléatoire si X est mesurable comme ap-

plication de (
;A) dans (E;B) (ou (R;B (R)) où B (R) est la tribu de borel dans R

dans le cas réel).

1.2.4 Loi de probabilité

De�nition 1.2.8 Si X une variable aléatoire réelle dé�nie sur un espace probabilisé

(
;A;P). La loi de X est la probabilité PX sur (R;B (R)) dé�nie par:

PX (B) = P f!;X (!) 2 Bg = P (X 2 B) ;8B 2 B (R) :

Remark 1.2.5 La notation des variables aléatoires par des lettres majuscules comme

X et l�utilisation de R pour représenter l�espace des nombres réels ont des bases his-

toriques dans le développement de la théorie des probabilités. De même, la désigna-

tion de la probabilité transportée par une variable aléatoire X par PX et son identi�c-

ation comme la loi de X sont des conventions qui simpli�ent et clari�ent la notation

et la compréhension des concepts probabilistes, issues de l�évolution historique de la

discipline.

Fonction de répartition

De�nition 1.2.9 On dé�nit la fonction de répartition de la variable X. C�est la

fonction croissante dé�nie sur R par

F (x) = P(X � x):

8



Rappel sur le calcul stochastique

Densité

De�nition 1.2.10 La densité f(x) d�une variable aléatoire est la dérivée de la fonc-

tion de répartition (si cette dérivée existe). On peut alors écrire

8B 2 B; PX (B) =
Z

B

f (x) dx:

Probabilité conditionnelle

De�nition 1.2.11 Soient (
;F ;P) un espace probabilisé et A;B 2 F :

Si P(B) 6= 0 la probabilité conditionnelle de A par rapport à B, notée P(AjB), est

dé�nie par

P(AjB) = P(A \B)
P(B)

:

Si P(B) = 0, P(AjB) n�est pas dé�nie.

Comment on représente la valeur moyenne prise par la variable X ?

Espérance

De�nition 1.2.12 L�espérance d�une variable aléatoire X est le réel E[X]. Elle

représente la valeur moyenne prise par la variable X, on a deux cas :

( Si X(
) est in�ni, on n�est pas sûr que l�espérance existe).

E [X] =

+1Z

�1

xf(x)dx

Lorsqu�une variable X véri�e E[X] = 0, on dit que la variable est centrée.

9



Rappel sur le calcul stochastique

Espérance conditionnelle

De�nition 1.2.13 SoientX une v.a.réelle (intégrable i:e X 2 L1) dé�nie sur (
;F ;P )

i) Par rapport à événement, soient A 2 Fet P(A) 6= 0; on a

E[X j A] = 1

P(A)

Z

A

XdP:

ii) Par rapport à une tribu: soient G une sous tribu de F . L�espérance conditionnelle

E[X j G] de X sachant G est l�unique variable aléatoire telle que:

1) E[X j G] est G-mesurable.

2)

8A 2 G;
Z

A

E[X j G]dP =
Z

A

XdP:

iii) Par rapport à une variable aléatoire:

On la note E[X j Y ]; telle que:

1) C�est une variable �(Y )-mesurable.

2)
Z

A

E[X j Y ]dP =
Z

A

XdP;8A 2 �(Y ):

C�est quoi une famille de varibles aléatoires?

1.2.5 Processus stochastique

Un processus stochastique est un modèle probabiliste permettant d�étudier un phénomène

aléatoire au cours du temps.

10



Rappel sur le calcul stochastique

De�nition 1.2.14 Soit I = [0;T ] pour T 2 (0;1) ou I = [0;1). une famille

de variables aléatoires X = (Xt)t2I avec Xt : E ! R est appelée un processus

stochastique avec indice l�ensemble I.

On dit que le processus est à trajectoires continues (ou est continu) si les applications

t �! Xt(!) sont continues pour presque tout !.

Remark 1.2.6 Stochastique vient du grec stokhastikos qui veut dire conjectural et de

stockhos qui signi�e but. Se dit de phénomènes qui partiellement relèvent du hasard

et pour lesquels on ne peut formuler que des prévisions globales d�ordre statistique.

Comment on représente toute l�information que l�on peut déduire en observant le

processus jusqu�à l�étape t?

1.2.6 Filtration

De�nition 1.2.15 On appelle �ltration une suite croissante (au sens de l�inclusion)

(Ft)t2T de ��algèbres véri�ant:

s � t) Fs � Ft � F :

Une variable aléatoire est Ft-measurable si on peut toujours déduire sa valeur de Ft:

Pour un processus stochastique X on associe sa �ltration naturelle FX
t , qui est la

famille croissante de tribus dé�nie par:

FX
t = �fXs; s � tg:

Remark 1.2.7 On parle d�hypothèses habituelles si

11



Rappel sur le calcul stochastique

� Les ensembles négligeables sont contenus dans F0,

� La �ltration est continue à droite au sens où Ft = \s>tFs,

� Une �ltration G est dite plus grosse que F si Ft � Gt;8t:

1.2.7 Processus progressif

De�nition 1.2.16 Un processus (Xt)t2I est dit progressif (par rapport à F) si pour

tout t 2 I, l�application (s; !)! Xs(!) est mesurable sur [0; t]�
 muni de la tribu

produit B([0; t])
Ft.

1.2.8 Temps d�arrêt

De�nition 1.2.17 Un temps d�arrêt par rapport à fFt; t � 0g est une variable

aléatoire � , à valeurs dans I, telle que � est Ft-measurable.

f� � tg := f! 2 
 : �(!) � tg 2 Ft:

1.2.9 Martingales:

Les martingales représentent un outil puissant pour analyser le comportement des

processus aléatoires au �l du temps, et sont utilisées dans de nombreuses applica-

tions telles que l�analyse des marchés �nanciers, l�évaluation des options, les jeux

mathématiques, les modèles de probabilités discrètes, et bien d�autres.

De�nition 1.2.18 Soit (
;A;P) un espace probabilisé, (Fn)n2N une �ltration et

(Xn)n2N un processus réel.

(Martingale) La suite (Xn)n2N est une martingale par rapport à la �ltration (Fn)n2N
si on a, pour tout n 2 N,

12



Rappel sur le calcul stochastique

1. Xn est Fn-mesurable et intégrable,

2. E [Xn+1jFn] = Xn; P:s.

(Sous et sur martingale) La suite (Xn)n2N est une sous�martingale [resp. sur�

martingale] par rapport à la �ltration (Fn)n2N si on a, pour tout n 2 N,

1. Xn est Fn-mesurable et intégrable,

2. E [Xn+1jFn] � Xn; P:s. (resp. E [Xn+1jFn] � Xn; P:s).

1.2.10 Exemples sur les processus stochastiques

Le mouvement Brownien, nommé en l�honneur du Botaniste Robert Brown qui l�a

découvert en 1827, est un phénomène aléatoire observé dans de nombreux domaines,

notamment la physique, la �nance, la biologie et la chimie. Il est caractérisé par le

mouvement aléatoire et irrégulier des particules immergées dans un �uide, telles que

des particules de poussière ou de pollen dans l�eau.

De�nition 1.2.19 Soit (
;F ;P) un espace de probabilité et B = (Bt)t�0 un pro-

cessus stochastique. Le processus B est appelé mouvement Brownien standard

à condition que

i) B0 = 0:

ii) 80 � s < t <1 la variable aléatoire Bt�Bs est indépendante de (Br)r2[0;s], ceci

signi�e que 80 � s1 � ::: � sn � s et A;A1; :::An 2 B(R) on a

P(Bs1 2 A1; :::Bsn 2 An; Bt �Bs 2 A)

= P(Bs1 2 A1; :::Bsn 2 An)P(Bt �Bs 2 A):

13



Rappel sur le calcul stochastique

iii) 80 � s < t <1 et 8A 2 B(R) on a

P(Bt �Bs 2 A) =
1

p
2�(t� s)

Z

A

e�
x
2

2(t�s)dx:

iv) Les trajectoires t 7! Bt(!) sont continues.

Proposition 1.2.1 Soit B = (Bt)t2I un mouvement Brownien standard, sa �ltra-

tion naturelle:

FB
t := �(Bs; s 2 [0; t])

1.2.11 Intégrale de Wiener

De�nition 1.2.20 On note L2 (R+) l�ensemble des fonctions Boréliennes f de R+

dans R de carré intégrable, c�est-à-dire telles que

Z +1

0

jf (s)j2 ds <1:

C�est un espace de Hilbert pour la norme

jjf jj2 =
�Z 1

0

f 2 (s) ds

�1=2
:

a) Fonctions en escalier:

Pour f = 1]u;v], on pose

Z +1

0

f (s) dBs = Bv �Bu:

Soit f une fonction en escalier, de la forme

f (x) =

i=nX

i=1

fi�11]ti�1;ti]

14
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on pose
Z +1

0

f (s) dBs =

i=nX

i=1

fi�1
�
Bti �Bti�1

�
:

La variable aléatoire I (f)
def
=
R +1
0

f (s) dBs est une variable Gaussienne

d�espérance nulle et de variance
R1
0
f 2 (s) ds: En e¤et, I (f) est Gaussienne

car le processus B est Gaussien, centrée car B est centré.

De plus

V ar (I (f)) =

i=nX

i=1

f 2i�1V ar
�
Bti �Bti�1

�

=
i=nX

i=1

f 2i�1 (ti � ti�1) =

Z +1

0

f 2 (s) ds = jjf jj22 :

L�intégrale est linéaire: I (f + g) = I (f) + I (g) : Si f et g sont des fonctions

en escalier

E (I (f) I (g)) =

Z +1

0

f (s) g (s) ds:

En e¤et

V ar (I (f + g)) = V ar [I (f) + I (g)] = V ar (I (f)) + V ar (I (g)) + 2E (I (f) I (g))

=

Z +1

0

(f + g)2 (s) ds

=

Z +1

0

f 2 (s) ds+

Z +1

0

g2 (s) ds+ 2

Z +1

0

f (s) g (s) ds:

b) Cas générale:

On montre en analyse que, si f 2 L2 (R+) ; il existe une suite fn de fonctions

en escalier qui converge (dans L2 (R+)) vers f c�est à dire qui véri�e

Z +1

0

jfn � f j2 (x) dx �!n�!1 0:

15



Rappel sur le calcul stochastique

Dans ce cas, la suite fn est de Cauchy dans L2 (R+) : La suite de v.a

Fn =

Z +1

0

fn (s) dBs;

est une suite de Cauchy dans l�espace de Hilbert L2 (
) (en e¤et jjFn � Fmjj2 =

jjfn � fmjj2 �!n�!1 0), donc elle est convergente. Il reste à véri�er que la

limite ne dépend que de f et non de la suite fn choisie. On pose

I (f)
def
=

Z +1

0

f (s) dBs = lim
n�!1

Z +1

0

fn (s) dBs;

la limite étant prise dans L2 (
).

On dit que I (f) est l�intégrale stochastique (ou intégrale de Wiener) de f par

rapport à B:

Le sous-espace de L2 (
) formé par les v.a.
R +1
0

f (s) dBs coïncide avec l�espace

gaussien engendré par le mouvement Brownien.

Intégration par parties

Theorem 1.2.1 Si f est une fonction de classe C1;

Z t

0

f (s) dBs = f (t)Bt �
Z t

0

f 0 (s)Bsds:

Propriétés de l�intégrale stochastique

L�intégrale stochastique possède les propriétés suivantes :

1. Linéarité

Z T

0

(aX1 + bX2) (s) dBs = a

Z T

0

X1 (s) dBs + b

Z T

0

X2 (s) dBs:

16
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2. E
hR T
0
X (s) dBs

i
= 0:

3. E
��R T

0
X (s) dBs

�2�
= E

hR T
0
X (s)2 ds

i
; (isométrie d�Itô):

4. E
h�R T

0
X1 (s) dBs

��R T
0
X2 (s) dBs

�i
= E

hR T
0
X1 (s)X2 (s) ds

i
:

5. E
hR T
0
X (s) dBs j Fu

i
=
R u
0
X (s) dBs; (propriété martingale).

1.2.12 Processus d�Itô

Un processus X est un processus d�Itô si

Xt = x+

Z t

0

bsds+

Z t

0

�sdBs;

où b est un processus adapté tel que
R t
0
jbsj ds existe (au sens Lebesgue) P:s: pour

tout t, et � un processus appartenant à �.

On utilise la notation plus concise suivante

�
dXT = btdt+ �dBt;

X0 = x:

Le coe¢cient b est le drift ou la dérive, � est le coe¢cient de di¤usion.

1.2.13 Formule d�Itô

Theorem 1.2.2 (1�ere formule d�Itô) Supposons f de classe C2. Alors

f(Xt) = f(x) +

tZ

0

f 0(Xs)dXs +
1

2

tZ

0

f 00(Xs)�
2
sds

Theorem 1.2.3 (2�eme formule d�Itô) soit f une fonction dé�nie sur R+ � R de

17
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classe C1 par rapport à t, de classe C2 par rapport à x: On a

f(t;Xt) = f(0;X0) +

tZ

0

@f

@t
(s;Xs)ds+

tZ

0

@f

@x
(s;Xs)dXs +

1

2

tZ

0

@2f

@x2
(s;Xs)dhXis

Theorem 1.2.4 (3�eme formule d�Itô) Soient X et Y deux processus d�Itô issus de

x et y. Soit f une fonction de R2 ! R de classe C2 à dérivées bornées. On a :

f(Xt; Yt) = f(x; y) +

tZ

0

@f

@x
(Xs; Ys)dXs +

tZ

0

@f

@y
(Xs; Ys)dYs +

1

2

tZ

0

@2f

@x2
(Xs; Ys)dhXis

+
1

2

tZ

0

@2f

@y2
(Xs; Ys)dhY is +

tZ

0

@2f

@x@y
(Xs; Ys)dhX;Y is :

Remark 1.2.8 Pour f indépendante de Yt; on retrouve la 1�ere formule d�Itô.

Pour Yt = t, on retrouve la 2e formule d�Itô ) Unique formule à retenir

1.2.14 Equations di¤érentielles stochastiques

Les équations di¤érentielles stochastiques (EDS) sont des équations qui décrivent

l�évolution d�un système où des facteurs aléatoires sont présents.

De�nition 1.2.21 Une équation di¤érentielle stochastique est une équation de la

forme

Xt = x+

Z t

0

b(s;Xs)ds+

Z t

0

�(s;Xs)dBs;

ou sous forme condensée

8
><

>:

dXt = b(t;Xt)dt+ �(t;Xt)dBt;

X0 = x:
(1.1)

Xt est le processus aléatoire que nous cherchons à modéliser,

18
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b(t;Xt) est une fonction déterministe qui décrit le comportement déterministe du

système,

�(t;Xt) est une fonction qui détermine la force du bruit stochastique,

Bt est un processus de Wiener ou un mouvement brownien.

La notation dXt représente la variation in�nitésimale de X à un instant t, dt est la

variation in�nitésimale du temps, et dBt est la variation in�nitésimale du processus

de Wiener à un instant t.

Les solutions des EDS:

Une solution de EDS est un processus X continu (Ft)-adapté tel que les intégrales
R t
0
b(s;Xs)ds et

R t
0
�(s;Xs)dBs ont un sens et l�égalité

Xt = x+

Z t

0

b(s;Xs)ds+

Z t

0

�(s;Xs)dBs (1.2)

est satisfaite pour tout t;P:s:

Il y a une solution forte et faible.

Existence et unicité d�une solution forte

Proposition 1.2.2 Sous les conditions suivantes

1. Condition de Lipschitz globale: Il existe une constante K telle que

jb(t; x)� b(t; y)j+ k�(t; x)� �(t; y)k � K jx� yj :

pour tous les x; y 2 R et t 2 T
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2. condition de croissance : Il existe une constante L telle que:

jb(t; x)j+ k�(t; y)k � L(1 + jxj)

pour tous les x 2 R et t 2 [0; T ] :

L�équation di¤érentielle stochastique (1.2) admet une solution unique (Xt)t�0.

Comment in�uencer ou manipuler l�évolution d�un système dynamique soumis à des

incertitudes ou à des �uctuations aléatoires?

1.3 Contrôle stochastique

De façon générale, un problème de contrôle se formule selon les caractéristiques

suivantes :

1.3.1 Etat du système

On considère un système dynamique caractérisé par son état à tout instant. Le temps

peut être discret ou continu. Nous considérons ici qu�il varie de façon continue et

dans des conditions d�incertitude. L�horizon (intervalle de variation du temps) peut

être �ni ou in�ni.

Example 1.3.1 1) L�état du systéme est gouverné par l�EDS suivante:

8
><

>:

dxt = b (t; xt; ut) dt+ � (t; xt; ut) dBt

X0 = x:
(1.3)
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2) L�état du systéme est gouverné par l�EDSR suivante:

8
><

>:

dyt = �f (t; yt; zt; ut) dt+ ztdBt

yT = �:
(1.4)

3) L�état du systéme est gouverné par l�EDSPR suivante:

8
>>>><

>>>>:

dxt = b (t; xt; ut) dt+ � (t; xt; ut) dBt

dyt = �f (t; xt; yt; zt; ut) dt+ ztdBt

x0 = x; yT =  (xT ):

(1.5)

1.3.2 Contrôle stochastique

La fonction ut est appelée le contrôle, représentant l�action des décideurs (le con-

trôleur). À tout moment, le dispose de certaines informations telles que spéci�ées

par rapport à une certaine �ltration Ft pour t dans [0; T ] sur ce qui s�est passé

jusqu�à l�instant t, mais il n�est pas en mesure de prévoir ce qui va se passer par la

suite en raison de l�incertitude du système (par conséquent, à tout t, le contrôleur ne

peut pas exercer sa décision ut avant que le temps t ne soit réellement atteint. Cette

restriction non anticipative, en termes mathématiques, peut être exprimée comme

ut est adapté à Ft.

De�nition 1.3.1 (Contrôle admissible). On dit qu�un contrôle stochastique ut est

admissible s�il est adapté a une �ltration Ft et les trajectoires associées à ce contrôle

ut véri�ant l�état du système.

Autrement dit, un contrôle admissible est un processus adapté à (Ft); avec des valeurs

dans un ensemble borélien A de Rn; c�est-à-dire

U := fu� : [0; T ]� 
 �! A : ut est Ft-adaptég :
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Parfois on ajoute que le contrôle est de carré intégrable comme dans le cas où le

système est linéaire.

Le contrôle ut on appelé aussi contrôle strict admissible.

1.3.3 Critère (fonctionnel) de coût

L�objectif de contrôleur est de minimiser le fonctionnel de coût J (u) (ou maxim-

iser s�il s�agit d�un gain) sur l�ensemble des contrôles admissibles, pour décrire un

problème de contrôle stochastique, il est important de préciser quelle est l�information

disponsible à tout instant.

Example 1.3.2 1) Pour le système (1.3), la fonction de coût a minimiser est dé�nie

par

J (u) = E
�
g (xT ) +

Z T

0

h (t; xt; ut) dt

�
:

2) Pour le système (1.4), la fonction de coût a minimiser est dé�nie par

J (u) = E
�
k (y0) +

Z T

0

h (t; yt; zt; ut) dt

�
:

3) Pour le système (1.5), la fonction de coût a minimiser est dé�nie par

J (u) = E
�
k (y0) + g (xT ) +

Z T

0

h (t; xt; yt; zt; ut) dt

�
:

Type des contrôle stochastique

Contrôle optimal

De�nition 1.3.2 Le problème de contrôle optimal consiste à minimiser une fonction

de coût J (u) sur l�ensemble des contrôles admissibles U : Nous disons que le contrôle
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u�t est un contrôle optimal si:

J (u�� ) � J (u�) ;8u� 2 U :

C�est-à-dire que le contrôle u�� réalise le minimum du critère J (u�) sur l�ensemble

des contrôles admissibles U .

Contrôle presque optimal

De�nition 1.3.3 Soit " > 0, le contrôle u" est dit presque optimal (ou "-optimal)

si pour tout contrôle u� appartenant à U :

J (u") � J (u) + ":

Contrôle feed-back

De�nition 1.3.4 Nous disons que ut est un contrôle de rétroaction (ou "feedback

control" en anglais) si ut dépend de la variable d�état Xt. Si FX
t est la �ltration

naturelle générée par le processus X alors ut est un contrôle de rétroaction si ut est

adapté à FX
t :

Contrôle singulier

De�nition 1.3.5 Soient A1 un sous-ensemble fermé convexes de R et A2 = [0;1],

soient Uad1 et Uad2 deux classes dé�nies comme suit:

Uad1 = fu� : [s; t]� 
 �! A1 : Ft-adaptég ;

Uad2 = f�� : [s; t]� 
 �! A2 : Ft-adaptég :

Un contrôle admissible c�est une paire (u; �) Ft-adapté, à valeur dans A1�A2, telque:
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1. � est à variation bornée, non décroissante continue à gauche, limite à droite et

�0 = 0:

2.

E

"

sup
t2[0;T ]

jutj2 + j�T j2
#

<1:

On note par Uad1 � Uad2 l�ensemble de tous les contrôles admissibles. Notons que

depuis d�t peut être singulier par rapport à la mesure de Lebesgue dt, nous appellons

� la partie singulier du contrôle et le processus u sa partie absolument continue.

Example 1.3.3 Considérons l�équation di¤érentielle stochastique contrôlée suivante:

8
><

>:

dxt = b (t; xt; ut) dt+ � (t; xt; ut) dBt +G (t) d�t;

x (0) = x;
(1.6)

où x est une variable aléatoire F0-mesurable et indépendante à B telle que

E [jxjm] <1;

pour tout m > 1: Avec

b : [0; T ]� Rn � A1 �! R
n;� : [0; T ]� Rn � A1 �!Mn�d (R) ;

et

G : [0; T ] �!Mn�m (R)

La solution x(u;�) est appelée la trajectoire du système controlée par (u; �) :

On considère maintenant la fonction de coût suivante :

J (u; �) = E
�
g (xT ) +

Z T

0

h (t; xt; ut) dt+

Z T

0

k (t) d�t

�
;
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avec:

h : [0; T ]� Rd � A1 �! R; g : Rd �! R; et k : [0; T ] �! R;

des fonction mesurables.

Contrôle relaxé Soit V c�est l�ensemble des mesures de Radon sur [0; T ]�A dont

la projection sur [0; T ] coïncide avec la mesure de Lebesgue dt muni de la tribu

Borélienne (la plus petite tribu), telle que l�application q �!
R
f(s; a)q(ds; da) soit

mesurable pour toute fonction f mesurable, bornée et continue en a.

De�nition 1.3.6 Un contrôle relaxé q est une variable aléatoire q(!; dt; da) à valeur

dans V telle que pour chaque t; 1[0;t]q est Ft- mesurable.Tout contrôle relaxé peut être

intégré en

q(!; dt; da) = dtq(!; t; da)

où q(t; da) est un processus progressivement mesurable à valeurs dans I�espace des

mesures de probabilités P(A). On note par R à l�ensemble des contrôles relaxés.

Un contrôle relaxé � est dit optimal si

J (�) = inf
q2R

J (q) :

C�est-à-dire que la valeur du critère J (q) avec le contrôle relaxé � est le minimum

sur l�ensemble R.

Remark 1.3.1 Le problème de contrôle relaxé est une généralisation du problème

de contrôle strict. En e¤et, si qt(da) = �ut(da) est une mesure de Dirac concentrée

en un seul point ut 2 U; alors nous obtenons que le problème de contrôle strict est

un cas particulier du problème de contrôle relaxé.

Example 1.3.4 Considerons un problème de contrôle relaxé gouverné par le système
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suivant:

xqt = x+

Z t

0

Z

U

b (s; xqs; a) qs (da) ds+

Z t

0

� (s; xqs) dBs: (1.7)

La fonction de coût dans ce cas est donné par:

J (q) = E
�
g (xqT ) +

Z T

0

Z

U

h (t; xt; qt) qt (da) dt

�
:

Si

qs(da) = �vs(da);

donc

Z t

0

Z

U

b (s; xqs; a) qs (da) ds =

Z t

0

Z

U

b (s; xqs; a) �us(da)ds

=

Z t

0

b (s; xqs; us) ds;

et

Z T

0

Z

U

h (t; xt; qt) qt (da) dt =

Z T

0

Z

U

h (t; xt; qt) �us (da) dt

=

Z T

0

h (s; xqs; us) dt;

et le problème de contrôle relaxé devient:

xt = x+

Z t

0

b (s; xs; us) ds+

Z t

0

� (s; xs) dBs;

et la fonction de coût

J (u) = E
�
g (xT ) +

Z T

0

h (t; xt; ut) dt

�
;

qu�est un problème de contrôle strict.
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1.3.4 Quelques inégalités utilisés

Proposition 1.3.1 (Inégalité de Young) Soient a, b � 0 et p > 1; q < +1 deux

exposants conjugués i:e: 1
p
+ 1

q
= 1;

ab � ap

p
+
bq

q
:

Un cas simple de l�inégalité de Young est l�inégalité avec exposants 2 :

ab � a2

2
+
b2

2
;

qui donne également l�inégalité de Young avec " > 0 :

ab � a2

2"
+
"b2

2
:

Proof. on observe seulement que

0 � (a� b)2 = a2 + b2 � 2ab;

on ajoute 2ab de chaque côté et on divise par 2.

L�inégalité de Young avec " suit, en appliquant l�inégalité de Young avec exposants

2 à

�a = a=
p
";�b =

p
"b:

Proposition 1.3.2 (Lemme de Granwall) Soient ';  et y trois fonctions continues

sur [a; b] ; à valeurs positives et véri�ant l�inégalité

8t 2 [a; b] ; y (t) � ' (t) +

Z t

a

 (s) y (s) ds:
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Alors

8t 2 [a; b] ; y (t) � ' (t) +

Z t

a

' (s) (s) exp

�Z t

a

 (u) du

�
ds:

Proposition 1.3.3 (Dévelopment de Taylor-Young) Soient f : I �! R une fonc-

tion n� 1 fois dérivable, (n 2 N) et a; x 2 I .Alors

f (x) = f (a) + f 0 (a) (x� a) +
f 00 (a)

2!
(x� a)2 + :::+

f (n) (a)

n!
(x� a)n + o (jx� ajn) :

Proposition 1.3.4 (Dévelopment de Taylor-Young avec reste intégral) Soient f :

I �! R une fonction de classe Cn+1, (n 2 N) et a; x 2 I. Alors

f (x) = f (a)+f 0 (a) (x� a)+
f 00 (a)

2!
(x� a)2+:::+

f (n) (a)

n!
(x� a)n+

Z x

a

f (n+1) (a)

(n+ 1)!
(x� t)n+1 dt:
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Chapter 2

Les conditions nécessaires pour les

contrôles relaxés des EDSPR non

linéaires

2.1 Introduction:

D
ans ce chapitre, nous examinons un problème de contrôle stochastique

relaxé, où le système est dirigé par une équation di¤érentielle stochastique

progressive rétrograde non linéaire (EDSPR). Ce chapitre a été inspiré

du réferences [2] et [5].

On utilise une classe de processus, les "contrôles relaxés", qui sont dé�nis sur un

espace spéci�que, P (U) ; où U représente un sous-ensemble de Rd:

Les contrôles relaxés se distinguent par deux propriétés importantes: la compacité

et la convexité. La compacité signi�e que cette classe de processus est "bien fermée"

dans un certain sens, ce qui peut faciliter l�analyse mathématique et la résolution

de problèmes. La convexité, d�autre part, implique que les combinaisons linéaires de

deux processus quelconques de cette classe appartiennent également à la classe, ce
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qui o¤re des propriétés de régularité supplémentaires et facilite encore la résolution

des problèmes de contrôle.

Donc, l�utilisation de ces contrôles relaxés o¤re une approche mathématique struc-

turée et puissante pour résoudre les problèmes de contrôle stochastique, ce qui facilite

l�analyse et la recherche de solutions.

L�objectif de ce type de problème de contrôle stochastique est d�obtenir les condi-

tions nécessaires d�optimalité des contrôles sous la forme du principe de maximum

stochastique de Pontryagin.

Le principe de maximum stochastique de Pontryagin est une extension du principe

de maximum classique de Pontryagin aux problèmes de contrôle stochastique. Il

fournit des conditions nécessaires pour les contrôles optimaux dans le cadre des

systèmes dynamiques stochastiques. Ces conditions mettent en jeu les fonctions de

coût, les équations d�état et les équations adjointes associées au système contrôlé.

Pour atteindre notre objectif, nous utilisant le fait que l�ensemble des contrôles re-

laxés est convexe, pour appliquer la méthode de perturbation convexe.

2.2 Formulation du problème

Soit T un nombre réel strictement positif, (
;F ; (Ft)t2R+ ;P) un espace probabilisé

�ltré satisfaisant aux conditions habituelles, B = (Bt; t 2 [0;T ]) un mouvement

Brownien d-dimentionnel et U un sous ensemble de Rd:

Considerons un problème de contrôle relaxé gouverné par l�EDSPR suivante:

8
>>>>>>><

>>>>>>>:

dxqt =
R
U
b (t; xqt ; a) qt (da) dt+

R
U
� (t; xqt ; a) qt (da) dBt

xq0 = x

dyqt = �
R
U
f (t; xqt ; y

q
t ; z

q
t ; a) qt (da) dt+ zqt dBt

yqT = ' (xqT ) ;

(2.1)
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telle que les fonctions suivantes soient mesurables et bornées:

8
>>>>>>><

>>>>>>>:

b : [0; T ]� Rn � U �! R
n;

� : [0; T ]� Rn � U �!Mn�d (R) ;

f : [0; T ]� Rn � Rm �Mn�d (R)� U �! R
m;

' : Rn �! R
m;

et x est une variable aléatoire F0� mesurable à n�dimension telle que

E
�
jxj2
�
� 1:

Le coe¢cient b s�appelle le drift, � s�appelle le di¤usion de l�EDS et f s�appelle le

générateur de l�EDSR.

La fonction de coût à minimiser sur l�ensemble des contrôles relaxés R, est dé�ni de

J (q) = E
�
g (xqT ) + h (yq0) +

Z T

0

Z

U

l (t; xt; yt; zt; a) qt(da)dt

�
; (2.2)

telle que:

g : Rn �! R;

h : Rm �! R;

l : [0; T ]� Rn � Rm �Mn�d (R)� U �! R:

Les coe¢cients de l�équation (2.1) et le coût courant sont linéaires par rapport à la

variable de contrôle relaxé.

Un contrôle relaxé � est dit optimal si

J (�) = inf
q2R

J (q) : (2.3)
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2.2.1 Théorème d�existance et d�unicité

Theorem 2.2.1 (Existance et unicité)

Soient b; �; f et ' des fonctions boréliennes. On suppose qu�il existe une constante

K > 0 telle que, pour tout t 2 [0; T ] ; tout (x1; x2; y1; y2; z1; z2) 2 R2n+2m+2n�m :

1. Condition de Lipschitz (H1):

jb (t; x1; u)� b (t; x2; u)j2 � K
�
jx1 � x2j2

�
;

k� (t; x1; u)� � (t; x2; u)k2 � K
�
jx1 � x2j2

�
;

jf (t; x1; y1; z1; a)� f (t; x2; y2; z2; a)j2 � K
�
jx1 � x2j2 + jy1 � y2j2 + kz1 � z2k2

�
;

jl (t; x1; y1; z1; a)� l (t; x2; y2; z2; a)j2 � K
�
jx1 � x2j2 + jy1 � y2j2 + kz1 � z2k2

�
:

2. Condition de régularité (H2):

i) Les fonctions b; '; �; et g sont continues, bornées et continuement di¤éren-

tiables par rapport à x; et les fonctions f et h sont continues, bornées et

continuement di¤érentiables par rapport à (x; y; z) ; et à y respectivement.

ii) Les dérivées de b; '; �; et f par rapport leurs arguments sont continues et

bornées.

iii) Les dérivées de l sont bornées par K (1 + jxj ; jyj ; kzk) :

iv) Les dérivées de g et h sont bornées parK (1 + jxj) ; etK (1 + jyj) ;8K > 0:

Sous l�hypothèse (H1) ou (H2), l�équation (2.1) a une solution forte unique (x; y; z)

et le coût J est bien dé�nie de U dans R:
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2.3 Résultats préliminaires

Comme l�ensemble des contrôles relaxés est convexe, donc la méthode classique

pour obtenir les conditions nécessaires d�optimalités pour les contrôles relaxés c�est

la méthode de perturbation convexe. Plus précisément, soit � un contrôle relaxé

optimal et (xu; yu; zu) la solution de (2.1) controlée par �. Ensuite, pour chaque

t 2 [0; T ] nous pouvons dé�nir un contrôle relaxé perturbé comme suit :

��t = �t + � (qt � �t) ;

ce qui implique:

��t � �t = � (qt � �t) ;

où � > 0 est su¢samment petit, et q est un élément arbitraire de R.

Désignons par
�
x�; y�; z�

�
la solution de l�équation (2.1) associée à ��:

À partir de l�optimalité de �, l�inégalité variationnelle sera dérivée du fait que

0 � J
�
��
�
� J (�) :

Pour cela, nous avons besoin du lemme classique suivant:

Lemma 2.3.1 Sous l�hypothèse (H2); nous avons:

lim
��!0

E

"

sup
t2[0;T ]

��x�t � x�t
��2
#

= 0; (2.4)

lim
��!0

E

"

sup
t2[0;T ]

��y�t � y�t
��2
#

= 0; (2.5)

lim
��!0

E

�Z T

0



z�t � z�t


2 dt

�
= 0: (2.6)

Le Lemme a¢rme qu�à mesure que le paramètre de perturbation � devient plus petit,
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les di¤érences entre les trajectoires
�
x�t ; y

�
t ; z

�
t

�
associées aux contrôles perturbés et

les trajectoires (x�t ; y
�
t ; z

�
t ) associées aux les contrôles optimaux, diminuent.

Proof. 1. Preuve (2.4): Nous avons

x�t = x+

Z t

0

Z

U

b
�
s; x�s; a

�
��s (da) ds+

Z t

0

Z

U

�
�
s; x�s; a

�
��s (da) dBs;

et

x�t = x+

Z t

0

Z

U

b (s; x�s ; a)�s (da) ds+

Z t

0

Z

U

� (s; x�s ; a)�s (da) dBs:

Donc:

x�t � x�t =

Z t

0

Z

U

b
�
s; x�s; a

�
��s (da) ds+

Z t

0

Z

U

�
�
s; x�s; a

�
��s (da) dBs

�
Z t

0

Z

U

b (s; x�s ; a)�s (da) ds�
Z t

0

Z

U

� (s; x�s ; a)�s (da) dBs:

Alors

x�t � x�t =

Z t

0

�Z

U

b
�
s; x�s; a

�
��s (da)�

Z

U

b (s; x�s ; a)�s (da)

�
ds

+

Z t

0

�Z

U

�
�
s; x�s; a

�
��s (da)�

Z

U

� (s; x�s ; a)�s (da)

�
dBs:

En utilisant la valeur absolue

��x�t � x�t
�� �

����

Z t

0

�Z

U

b
�
s; x�s; a

�
��s (da)�

Z

U

b (s; x�s ; a)�s (da)

�
ds

����

+

����

Z t

0

�Z

U

�
�
s; x�s; a

�
��s (da)� � (s; x�s ; a)�s (da)

�
dBs

���� :
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En utilisant Yong

��x�t � x�t
��2 � 2

����

Z t

0

��Z

U

b
�
s; x�s; a

�
��s (da)�

Z

U

b (s; x�s ; a)�s (da)

��
ds

����

2

+ 2

����

Z t

0

�Z

U

�
�
s; x�s; a

�
��s (da)�

Z

U

� (s; x�s ; a)�s (da)

�
dBs

����

2

:

En utilisant l�inégalité de Cauchy-Schwartz,

��x�t � x�t
��2 �

"

2

�Z t

0

j1j2 ds
� Z t

0

����

Z

U

b
�
s; x�s; a

�
��s (da)�

Z

U

b (s; x�s ; a)�s (da)

����
2

ds

!#

+ 2

����

Z t

0

�Z

U

�
�
s; x�s; a

�
��s (da)�

Z

U

� (s; x�s ; a)�s (da)

�
dBs

����

2

:

Ce qui implique

��x�t � x�t
��2 � 2T

 Z t

0

����

Z

U

b
�
s; x�s; a

�
��s (da)�

Z

U

b (s; x�s ; a)�s (da)

����
2

ds

!

+ 2

����

Z t

0

�Z

U

�
�
s; x�s; a

�
��s (da)�

Z

U

� (s; x�s ; a)�s (da)

�
dBs

����

2

:

Par passage à l�espérance et appliquant l�Isométrie d�Itô, on obtaint:

E
��x�t � x�t

��2 � 2TE
 Z t

0

����

Z

U

b
�
s; x�s; a

�
��s (da)�

Z

U

b (s; x�s ; a)�s (da)

����
2

ds

!

+ 2E

�Z t

0

����

Z

U

�
�
s; x�s; a

�
��s (da)�

Z

U

� (s; x�s ; a)�s (da)

���� ds
�
:
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En ajoutant et retranchant, on trouve

E
��x�t � x�t

��2 � 2TE
"Z t

0

"����

Z

U

b
�
s; x�s; a

�
��s (da)�

Z

U

b
�
s; x�s; a

�
�s (da)

����
2
#

ds

#

+ 2TE

"Z t

0

����

Z

U

b
�
s; x�s; a

�
�s (da)�

Z

U

b (s; x�s ; a)�s (da)

����
2

ds

#

+ 2E

"Z t

0

"����

Z

U

�
�
s; x�s; a

�
��s (da)�

Z

U

�
�
s; x�s; a

�
�s (da)

����
2
#

ds

#

+ 2E

"Z t

0

����

Z

U

�
�
s; x�s; a

�
�s (da)�

Z

U

� (s; x�s ; a)�s (da)

����
2

ds

#

;

donc

E
��x�t � x�t

��2 � 2TE
�Z t

0

Z

U

��b
�
s; x�s; a

� �
��s (da)� �s (da)

���2 ds
�

+ 2TE

�Z t

0

Z

U

��b
�
s; x�s; a

�
� b (s; x�s ; a)

��2 �s (da) ds
�

+ 2E

�Z t

0

Z

U

���
�
s; x�s; a

� �
��s (da)� �s (da)

���2 ds
�

+ 2E

�Z t

0

Z

U

���
�
s; x�s; a

�
� � (s; x�s ; a)

��2 �s (da) ds
�
;

d�après la dé�nition de ��t , on a

E
��x�t � x�t

��2 � C�2E

�Z t

0

ds

Z

U

��b
�
s; x�s; a

�
(qs (da)� �s (da))

��2
�

+ CE

�Z t

0

ds

Z

U

���b
�
s; x�s; a

�
� b (s; x�s ; a)

�
�s (da)

��2
�

+ C�2E

�Z t

0

ds

Z

U

���
�
s; x�s; a

�
(qs (da)� �s (da))

��2
�

+ CE

�Z t

0

ds

Z

U

����
�
s; x�s; a

�
� � (s; x�s ; a)

�
�s (da)

��2
�
;

Comme b et � sont Lipschitzienne et bornées, on a

E

h��x�t � x�t
��2
i
� CE

�Z t

0

��x�s � x�s
��2 ds

�
+ C�2;
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Appliquant le lemme de Gronwall et l�inégalité de Bukholder-Davis-Gundy, nous ob-

tenons

lim
��!0

E

"

sup
t2[0;T ]

��x�t � x�t
��2
#

= 0:

2. Preuve de (2.5) et (2.6): Nous avons y�t � y�t sous la forme intégrale:

y�t � y�t = '
�
x�T
�
� ' (x�T )

+

Z T

t

�Z

U

f
�
s; x�s; y

�
s ; z

�
s ; a
�
��s (da)�

Z

U

f (s; x�s ; y
�
s ; z

�
s ; a)�s (da)

�
ds

�
Z T

t



z�s � z�s


 dBs;

et sous la forme di¤érentielle:

d
�
y�t � y�t

�
= �

�
f
�
t; x�t ; y

�
t ; z

�
t ; a
�
��t � f (t; x�t ; y

�
t ; z

�
t ; a)�t

�
dt+



z�t � z�t


 dBt

En appliquant la formule d�Itô à
�
y�t � y�t

�2
; donc,

d
�
y�t � y�t

�2
= 2

�
y�t � y�t

�
d
�
y�t � y�t

�
+ d



y� � y�; y� � y�

�
t
;

d
�
y�t � y�t

�2
= 2

�
y�t � y�t

�
d
�
y�t � y�t

�
+


z�t � z�t



2 dt;

par passage à l�intégrale de t à T et l�espérance, on trouve

E
��y�t � y�t

��2 + E
�Z T

t

����z�s � z�s
����2 ds

�
= E

h��'
�
x�T
�
� ' (x�T )

��2
i

+ 2E

�Z T

t

����

�
y�s � y�s ;

Z

U

f
�
s; x�s; y

�
s ; z

�
s ; a
�
��s (da)�

Z

U

f (s; x�s ; y
�
s ; z

�
s ; a)�s (da)

����� ds
�
:
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D�après l�inégalité de Young, pour chaque " > 0; nous avons:

E
��y�t � y�t

��2 + E
�Z T

t



z�s � z�s


2 ds

�

� E
h��'

�
x�T
�
� ' (x�T )

��2
i
+
1

"
E

�Z T

t

��y�s � y�s
��2 ds

�

+ "E

"Z T

t

����

Z

U

f
�
s; x�s; y

�
s ; z

�
s ; a
�
��s (da)�

Z

U

f (s; x�s ; y
�
s ; z

�
s ; a)�s (da)

����
2

ds

#

� E
h��'

�
x�T
�
� ' (x�T )

��2
i
+
1

"
E

�Z T

t

��y�s � y�s
��2 ds

�

+ "E

"Z T

t

����

Z

U

f
�
s; x�s; y

�
s ; z

�
s ; a
�
��s (da)�

Z

U

f
�
s; x�s; y

�
s ; z

�
s ; a
�
�s (da)

����
2

ds

#

+ "E

"Z T

t

����

Z

U

f
�
s; x�s; y

�
s ; z

�
s ; a
�
�s (da)�

Z

U

f (s; x�s ; y
�
s ; z

�
s ; a)�s (da)

����
2

ds

#

:

Ensuite,

E
��y�t � y�t

��2 + E
�Z T

t



z�s � z�s


2 ds

�

� E
h��'

�
x�T
�
� ' (x�T )

��2
i
+
1

"
E

�Z T

t

��y�s � y�s
��2 ds

�

+ C"E

Z T

t

����

Z

U

f
�
s; x�s; y

�
s ; z

�
s ; a
� �
��s (da)� �s (da)

�
����
2

ds

+ C"E

Z T

t

����

Z

U

�
f
�
s; x�s; y

�
s ; z

�
s ; a
�
� f (s; x�s ; y

�
s ; z

�
s ; a)

�
�s (da)

����
2

ds:

D�après la dé�nition de ��t , on a :

E
��y�t � y�t

��2 + E
�Z T

t



z�s � z�s


2 ds

�

� E
h��'

�
x�T
�
� ' (xT )

��2
i
+
1

"
E

�Z T

t

��y�s � y�s
��2 ds

�

+ C"�2E

�Z T

t

Z

U

��f
�
s; x�s; y

�
s ; z

�
s ; a
�
(qs (da)� �s (da))

��2 ds
�

+ C"E

Z T

t

Z

U

���f
�
s; x�s; y

�
s ; z

�
s ; a
�
� f (s; x�s ; y

�
s ; z

�
s ; a)

�
�s (da)

��2 ds;
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Comme ' est Lipschitzienne et f est Lipschitzienne et bornée, alors

E
��y�t � y�t

��2 + E
�Z T

t



z�s � z�s


2 ds

�
(2.7)

�
�
1

"
+ C"

�
E

�Z T

t

��y�s � y�s
��2 ds

�
+ C"E

�Z T

t

����z�s � z�s
����2 ds

�
+ ��t ; (2.8)

où ��t est donné par:

��t = E
h��x�T � x�T

��2
i
+ C"E

�Z T

t

��x�s � x�s
��2 ds

�
+ C"�2:

D�après (2.4), nous avons

lim
��!0

��t = 0: (2.9)

On choisit " = 1
2C
; alors (2.7) devient

E
��y�t � y�t

��2 +
1

2
E

�Z T

t



z�s � z�s


2 ds

�
�
�
2C +

1

2

�
E

�Z T

t

��y�s � y�s
��2 ds

�
+ ��t :

À partir de l�inégalité ci-dessus, nous tirons deux autres inégalités

E

h��y�t � y�t
��2
i
�
�
2C +

1

2

�
E

�Z T

t

��y�s � y�s
��2 ds

�
+ ��t ;

E

�Z T

t



z�s � z�s


2 ds

�
� (4C + 1)E

�Z T

t

��y�s � y�s
��2 ds

�
+ 2��t : (2.10)

Appliquant le lemme de Fubini, et le lemme de Gronwall nous obtenons

E

h��y�t � y�t
��2
i
� ��t exp

��
2C +

1

2

�
t

�
;

par passage à la limite, quand � tend vers 0 et on a:

lim
��!0

E

h��y�t � y�t
��2
i
= 0;
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et l�inégalité de Bukholder-Davis-Gundy, nous obtenons

E

"

sup
t2[0;T ]

��y�t � y�t
��2
#

� E
h��y�t � y�t

��2
i
:

Ce qui implique

E

"

sup
t2[0;T ]

��y�t � y�t
��2
#

= 0: (2.11)

. En�n, remplacant (2.10) dans (2.9) on prouve (2.6).

2.3.1 Equations Variationnelles

Lemma 2.3.2 Soit ~xt et ~yt respectivement les solutions des équations linéaires suivantes

(appelées équations variationnelles)

8
>>>>>>><

>>>>>>>:

d~xt =
R
U
bx (t; x

�
t ; a)�t (da) ~xtdt+

R
U
�x (t; x

�
t ; a)�t (da) ~xtdBt

+
�R
U
b (t; x�t ; a)�t (da)�

R
U
b (t; x�t ; a) qt (da)

�
dt

+
�R
U
� (t; x�t ; a)�t (da)�

R
U
� (t; x�t ; a) qt (da)

�
dBt

~x0 = 0;

(2.12)

et

8
>>>><

>>>>:

d~yt = �
R
U
[fx (t; x

�
t ; y

�
t ; z

�
t ; a) ~xt + fy (t; x

�
t ; y

�
t ; z

�
t ; a) ~yt + fz (t; x

�
t ; y

�
t ; z

�
t ; a) ~zt]�t (da) dt

+
�R
U
f (t; x�t ; y

�
t ; z

�
t ; a)�t (da)�

R
U
f (t; x�t ; y

�
t ; z

�
t ; a) qt (da)

�
dt+ ~ztdBt;

~yT = 'x (x
�
T ) ~xT :

(2.13)

Alors, les estimations suivantes sont valables

lim
��!0

E

"����
x�t � x�t

�
� ~xt

����

2
#

= 0; (2.14)

lim
��!0

E

"����
y�t � y�t

�
� ~yt

����

2
#

= 0; (2.15)
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lim
��!0

E

"Z T

0






z�t � z�t

�
� ~zt







2

dt

#

= 0: (2.16)

Proof. Pour simpli�er, nous posons

X�
t =

x�t � x�t
�

� ~xt; Y �
t =

y�t � y�t
�

� ~yt; Z�t =
z�t � z�t

�
� ~zt: (2.17)

�
t;��t ; a

�
=
�
t; x�t + ��

�
X�
t + ~xt

�
; y�t + ��

�
Y �
t + ~yt

�
; z�t + ��

�
Z�t + ~zt

�
; a
�
:

Preuve de (2.11): d�après (2:1), (2:11) et la notation (2:16), we have:

X�
t =

1

�

Z t

0

�Z

U

b(s; x�s; a)�
�
s(da)�

Z

U

b(s; x�s ; a)�
�
s(da)

�
ds (2.18)

+
1

�

Z t

0

�Z

U

b(s; x�s ; a)�
�
s(da)�

Z

U

b(s; x�s ; a)�s(da)

�
ds

+
1

�

Z t

0

�Z

U

�(s; x�s; a)�
�
s(da)�

Z

U

�(s; x�s ; a)�
�
s(da)

�
dBs

+
1

�

Z t

0

�Z

U

�(s; x�s ; a)�
�
s(da)�

Z

U

�(s; x�s ; a)�s(da)

�
dBs

�
Z t

0

Z

U

bx(s; x
�
s ; a)�s(da)~xsds

�
Z t

0

Z

U

�x(s; x
�
s ; a)�s(da)~xsdBs

�
Z t

0

�Z

U

b(s; x�s ; a)�s(da)�
Z

U

b(s; x�s ; a)qs(da)

�
ds

�
Z t

0

Z t

0

�Z

U

�(s; x�s ; a)�s(da)�
Z

U

�(s; x�s ; a)qs(da)

�
dBs:

On a: X�
t =

1
�
(x�t � x�t )� ~xt , donc: x�t + ~xt = 1

�
(x�t � x�t ); on utilise la dé�nition de
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��s, on obtain:

1

�

Z t

0

�Z

U

b(s; x�s; a)�
�
s(da)�

Z

U

b(s; x�s ; a)�
�
s(da)

�
ds

+
1

�

Z t

0

�Z

U

�(s; x�s; a)�
�
s(da)�

Z

U

�(s; x�s ; a)�
�
s(da)

�
dBs

=
1

�

Z t

0

Z

U

(b(s; x�s; a)� b(s; x�s ; a))(�s + �(qs � �s))(da)ds

+
1

�

Z t

0

Z

U

(�(s; x�s; a)� �(s; x�s ; a))(�s + �(qs � �s))(da)dBs:

Après le dévelopment, on a:

1

�

Z t

0

�Z

U

(b(s; x�s; a)� b(s; x�s ; a))(�s + �(qs � �s))(da)

�
ds (2.19)

+
1

�

Z t

0

Z

U

(�(s; x�s; a)� �(s; x�s ; a))(�s + �(qs � �s))(da)dBs

=
1

�

Z t

0

Z 1

0

�Z

U

bx(s; x
�
s + �(x�s � x�s ); a)(x

�
s � x�s )(�s + �(qs � �s))(da)

�
ds

+
1

�

Z t

0

Z 1

0

�Z

U

�x(s; x
�
s + �(x�s � x�s ); a)(x

�
s � x�s )(�s + �(qs � �s))(da)

�
dBs

=
1

�

Z t

0

Z 1

0

�Z

U

bx(s;�
�
s; a)�(X

�
s + ~xt)(�s + �(qs � �s))(da)

�
ds

+
1

�

Z t

0

Z 1

0

�Z

U

�x(s;�
�
s; a)�(X

�
s + ~xt)(�s + �(qs � �s))(da)

�
dBs

où (s;��s; a) := (s; x
�
s + ��(X�

s + ~xt); a): Remplacant (2:18) dans (2:17) et passant à

l�esperence, on obtaint:

E[
��X�

t

��2] � CE
hR t
0

R 1
0

R
U
j bx(s;��s; a)X�

t j2 �s(da)d�ds
i

+ CE
hR t
0

R 1
0

R
U
j �x(s;��s; a)X�

t j2 �s(da)d�ds
i
+ CE[

����t
��2];
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où

��t =

Z t

0

Z 1

0

Z

U

bx(s;�
�
s; a)(x

�
s � x�s )qs(da)d�ds

�
Z t

0

Z 1

0

Z

U

bx(s;�
�
s; a)(x

�
s � x�s )�s(da)d�ds

+

Z t

0

Z 1

0

Z

U

bx(s;�
�
s; a)~xs�s(da)d�ds

+

Z t

0

Z 1

0

Z

U

�x(s;�
�
s; a)(x

�
s � x�s )qs(da)d�dBs

�
Z t

0

Z 1

0

Z

U

�x(s;�
�
s; a)(x

�
s � x�s )�s(da)d�dBs

+

Z t

0

Z 1

0

Z

U

�x(s;�
�
s; a)~xs�s(da)d�dBs

�
Z t

0

Z

U

bx(s;�
�
s; a)~xs�s(da)ds

�
Z t

0

Z

U

Z

U

�x(s;�
�
s; a)~xs�s(da)dBs;

commee bx et �x sont continues et bornées, on a:

E[j X�
t j2] = CE

�Z t

0

��X�
s

��2 ds
�
+ CE[

����t
��2]; (2.20)

et

lim
�!0

E[
����t
��2] = 0: (2.21)

Utilisant (2:20), lemme de Granwall et l�inégalité de Burkholder-Davis-Gundy dans

(2:19), on trouve (2:13).

Par la même méthode de preuve de (2:13), on peut prouver (2:14) et (2:15).

2.3.2 Inégalité variationnele

Lemma 2.3.3 Soient � un contrôle relaxé optimal minimisant le fonctionnel J sur

R, et (x�t ; y�t ; z�t ) la solution de (2.1) associée à �. Alors pour tout q 2 R, nous
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avons

0 � E [gx (x�T ) ~xT ] + E [hy (y�0 ) ~y0] (2.22)

+ E

�Z T

0

�Z

U

l (t; x�t ; y
�
t ; z

�
t ; a) qt (da)�

Z

U

l (t; x�t ; y
�
t ; z

�
t ; a)�t (da)

�
dt

�

+ E

�Z T

0

�Z

U

lx (t; x
�
t ; y

�
t ; z

�
t ; a)�t (da) ~xt �

Z

U

ly (t; x
�
t ; y

�
t ; z

�
t ; a)�t (da) ~yt

�
dt

�

+ E

�Z T

0

Z

U

lz (t; x
�
t ; y

�
t ; z

�
t ; a)�t (da) ~ztdt

�
:

Proof. Soit � un contrôle relaxé optimal minimisant le coût J sur R, alors nous

obtenons

0 � J (��� )� J (��);

donc

0 � E
�
g
�
x�T
�
� g (x�T )

�
+ E

�
h
�
y�0
�
� h (y�0 )

�

+ E

�Z T

0

�Z

U

l
�
t; x�t ; y

�
t ; z

�
t ; a
�
��t (da)�

Z

U

l (t; x�t ; y
�
t ; z

�
t ; a)�t (da)

�
dt

�

= E
�
g
�
x�T
�
� g (x�T )

�
+ E

�
h
�
y�0
�
� h (y�0 )

�

+ E

�Z T

0

�Z

U

l
�
t; x�t ; y

�
t ; z

�
t ; a
�
��t (da)�

Z

U

l (t; x�t ; y
�
t ; z

�
t ; a)�

�
t (da)

�
dt

�

+ E

�Z T

0

�Z

U

l (t; x�t ; y
�
t ; z

�
t ; a)�

�
t (da)�

Z

U

l (t; x�t ; y
�
t ; z

�
t ; a)�t (da)

�
dt

�
:

Divisant par � et par la dé�nition de �� nous obtenons

0 � 1

�
E
�
g
�
x�T
�
� g (x�T )

�
+
1

�
E
�
h
�
y�0
�
� h (y�0 )

�

+
1

�
E

�Z T

0

�Z

U

l
�
t; x�t ; y

�
t ; z

�
t ; a
�
��t (da)�

Z

U

l (t; x�t ; y
�
t ; z

�
t ; a)�

�
t (da)

�
dt

�

+ E

�Z T

0

�Z

U

l (t; x�t ; y
�
t ; z

�
t ; a) qt (da)�

Z

U

l (t; x�t ; y
�
t ; z

�
t ; a)�t (da)

�
dt

�
:
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Passant au dévelopement, on trouve

0 � E
�Z 1

0

�
gx
�
x�T + ��

�
~xT +X�

T

��
~xT
�
d�

�
(2.23)

+ E

�Z 1

0

�
hy
�
y�0 + ��

�
~y0 + Y �

T

��
~y0
�
d�

�

+ E

�Z T

0

Z 1

0

Z

U

�
lx
�
s;��s; a

�
~xt + ly

�
s;��s; a

�
~yt + lz

�
s;��s; a

�
~zt
�
�t (da) d�dt

�

+ E

�Z T

0

�Z

U

l (t; x�t ; y
�
t ; z

�
t ; a) qt (da)�

Z

U

l (t; x�t ; y
�
t ; z

�
t ; a)�t (da)

�
dt

�
+ ��t ;

où ��t est donné par

��t = E

Z 1

0

�
gx
�
x�T + ��

�
~xT +X�

T

��
X�
T

�
d�

+ E

Z 1

0

�
hy
�
y�0 + ��

�
~y0 + Y �

T

��
Y �
T

�
d�

+ E

�Z T

0

Z 1

0

Z

U

�
lx
�
s;��s; a

� �
x�t � xut

�
+ ly

�
s;��s; a

� �
y�t � yut

�

+lz
�
s;��s; a

� �
z�t � zut

��
qt (da) d�dt

�

� E
�Z T

0

Z 1

0

Z

U

�
lx
�
s;��s; a

� �
x�t � xut

�
+ ly

�
s;��s; a

� �
y�t � yut

�

+lz
�
s;��s; a

� �
z�t � zut

��
�t (da) d�dt

�

+ E

�Z T

0

Z 1

0

Z

U

�
lx
�
s;��s; a

�
X�
T + ly

�
s;��s; a

�
Y �
t + lz

�
s;��s; a

�
Z�t
�
�t (da) d�dt

�
:

Puisque les dérivées gx, hy, lx, ly et lz sont bornées, alors en utilisant l�inégalité de

Cauchy-Schwartz, nous avons

E

h����t
��2
i
� CE

h��X�
T

��2
i
+ CE

h��Y �
0

��2
i

+ CE

�Z T

0

��x�t � xut
��2 dt

�
+ CE

�Z T

0

��y�t � yut
��2 dt

�
+ CE

�Z T

0

��z�t � zut
��2 dt

�

+ CE

�Z T

0

��X�
t

��2 dt
�
+ CE

�Z T

0

��Y �
t

��2 dt
�
+ CE

�Z T

0

��Z�t
��2 dt

�
:
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En utilisant (2.4), (2.5), (2.6), (2.13), (2.14), (2.15), nous obtenons

lim
��!0

E

h����t
��2
i
= 0: (2.24)

D�près gx, hy, lx, ly et lz sont continues, par passage à la limite lorsque � tend vers

0 dans (2.22) et utilisant (2.23) on trouve l�inégalité variationnelle (2.21).

2.4 Les conditions nécessaires d�optimalité pour

les contrôles relaxés

À partir de l�inégalité variationnelle (2.21), nous pouvons maintenant énoncer les con-

ditions nécessaires d�optimalité pour le problème de contrôle relaxé {(2.1),(2.2),(2.3)}

sous forme d�un principe de maximum.

Theorem 2.4.1 (Les conditions nécessaires pour les contrôles relaxés) Soit � un

contrôle relaxé optimal minimisant la fonction de coût J sur R et (x�t ; y
�
t ; z

�
t ) la

solution de (2.1) contrôlée par �. Alors, il existe trois processus adaptés (k�; p�; P �),

solution unique du système EDSPR suivant (appelé équations adjointes)

8
>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>:

dk�t = Hy (t; x
�
t ; y

�
t ; z

�
t ; �t; k

�
t ; p

�
t ; P

�
t ) dt

+Hz (t; x
�
t ; y

�
t ; z

�
t ; �t; k

�
t ; p

�
t ; P

�
t ) dWt;

k�0 = hy (y
�
0 )

dp�t = �Hx (t; x
�
t ; y

�
t ; z

�
t ; �t; k

�
t ; p

�
t ; P

�
t ) dt+ P �t dWt;

p�T = gx (x
�
T ) + 'x (x

�
T ) k

�
t ;

(2.25)

tels que pour chaque qt 2 P (U). Alors

H (t; x�t ; y�t ; z�t ; �t; p�t ; k�t ; P �t ) � H (t; x�t ; y�t ; z�t ; qt; k�t ; p�t ; P �t ) ;P:s; (2.26)
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où le Hamiltonien H est dé�ni à partir [0; T ]�Rn�Rm�Mm�d (R)�P (U)�Rm�

R
n �Mn�d (R) dans R par

H (t; x; y; z; q; k; p; P ) =
Z

U

l (t; x; y; z; a) qt (da) + p

Z

U

b (t; x; a) qt (da)

+ P

Z

U

� (t; x; a) qt (da) + k

Z

U

f (t; x; y; z; a) qt (da) :

Proof. Puisque k�0 = hy (y
�
0 ) et P

�
T = gx (x

�
T ) + 'x (x

�
T ) k

�
t , alors (2:21) devient

0 � E [p�T ~xT ] + E [k�0 ~y0]� E ['x (x�T ) k�T ] + E
�Z T

0

Z

U

lx (t; x
�
t ; y

�
t ; z

�
t ; a) ~xt�t (da) dt

�

(2.27)

+ E

�Z T

0

Z

U

(ly (t; x
�
t ; y

�
t ; z

�
t ; a) ~yt + lz (t; x

�
t ; y

�
t ; z

�
t ; a) ~zt)�t (da) dt

�

+ E

�Z T

0

�Z

U

l (t; x�t ; y
�
t ; z

�
t ; a) qt (da)�

Z

U

l (t; x�t ; y
�
t ; z

�
t ; a)�t (da)

�
dt

�
:

En appliquant la formule d�Itô à (p�t ~xt) et (k
�
t ~yt), on trouve

E [p�T ~xT ] = (2.28)

� E
�Z T

0

�Z

U

fx (t; x
�
t ; y

�
t ; z

�
t ; a)�t (da) k

�
t +

Z

U

lx (t; x
�
t ; y

�
t ; z

�
t ; a)�t (da)

�
~xtdt

�

(2.29)

+ E

�Z T

0

p�t

�Z

U

b (t; x�t ; a) qt (da)� b (t; x�t ; a)�t (da)

�
dt

�

+ E

�Z T

0

P �t

�Z

U

� (t; x�t ; a) qt (da)�
Z

U

� (t; x�t ; a)�t (da)

�
dt

�
:
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et

E [k�0 ~y0] = E [k
�
T ~yT ] (2.30)

� E
�Z T

0

�Z

U

ly (t; x
�
t ; y

�
t ; z

�
t ; a)�t (da) ~yt +

Z

U

fx (t; x
�
t ; y

�
t ; z

�
t ; a)�t (da) ~xt

�
k�t dt

�

+ E

Z T

0

k�t

�Z

U

f (t; x�t ; y
�
t ; z

�
t ; a) qt (da)�

Z

U

f (t; x�t ; y
�
t ; z

�
t ; a)�t (da)

�
dt

� E
�Z T

0

Z

U

lz (t; x
�
t ; y

�
t ; z

�
t ; a)�t (da) ~ztdt

�
:

Remplacant (2.27) et (2.28) dans (2.26), on trouve pour chaque q 2 R:

0 � E
Z T

0

[H (t; x�t ; y�t ; z�t ; qt; k�t ; p�t ; P �t )�H (t; x�t ; y�t ; z�t ; �t; k�t ; p�t ; P �t )] dt:

Maintenant, laissons q 2 R et F être un élément arbitraire de ��algèbre Ft, et

dé�nissons

�t = qt1F + �t1
�F :

Il est évident que � est un contrôle relaxé admissible. En appliquant l�inégalité

ci-dessus avec �t, nous obtenons

0 � E [1F fH (t; x�t ; y�t ; z�t ; qt; k�t ; p�t ; P �t )�H (t; x�t ; y�t ; z�t ; �t; k�t ; p�t ; P �t )g] ;8F 2 Ft:

Ce qui implique que

0 � E [H (t; x�t ; y�t ; z�t ; qt; k�t ; p�t ; P �t )�H (t; x�t ; y�t ; z�t ; �t; k�t ; p�t ; P �t ) =Ft] :

La quantité à l�intérieur de l�espérance conditionnelle est mesurable par rapport à

Ft, et donc le résultat découle immédiatement.
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Conclusion

L
es contrôles relaxés se distinguent par deux propriétés importantes: la com-

pacité et la convexité. La compacité signi�e que cette classe de processus

est "bien fermée" dans un certain sens, ce qui peut faciliter l�analyse math-

ématique et la résolution de problèmes. La convexité, d�autre part, implique que les

combinaisons linéaires de deux processus quelconques de cette classe appartiennent

également à la classe, ce qui o¤re des propriétés de régularité supplémentaires et

facilite encore la résolution des problèmes de contrôle.

Donc, l�utilisation de ces contrôles relaxés o¤re une approche mathématique struc-

turée et puissante pour résoudre les problèmes de contrôle stochastique, ce qui facilite

l�analyse et la recherche de solutions.

L�objectif de ce type de problème de contrôle stochastique est d�obtenir les condi-

tions nécessaires d�optimalité des contrôles sous la forme du principe de maximum

stochastique de Pontryagin.

Le principe de maximum stochastique de Pontryagin est une extension du principe

de maximum classique de Pontryagin aux problèmes de contrôle stochastique.

Dans ce travail, on a établi les conditions nécessaires d�optimalité satisfaites par un

contrôle stochastique relaxé pour des systèmes gouvernés par des équations di¤éren-

tielles stochastiques progressives rétrogrades non linéaires. Pour réalisé cet objectif,

nous utilisant le fait que l�ensemble des contrôles relaxés est convexe, et nous appli-

quons la méthode de perturbation convexe (faible).
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Résumé 

Dans ce travail, nous étudions les conditions  nécessaires d'optimalité des contrôles relaxé pour les 
équations différentielles stochastique progressives et rétrogrades (EDSPR) non linéaires. Dans le 
premier chapitre, nous donnons quelques généralités de calcul stochastique ainsi que les différents 
types des contrôles stochastique . Dans le deuxième chapitre nous  établirons les conditions 
nécessaires d'optimalités  sous forme d'un principe de maximum stochastique pour le contrôle 
relaxé des systèmes des EDSPR non linéaires . 

 

 ABSTRACT 
In this work we study the necessary optimality  conditions of relaxed controls for nonlineair  forward-
backward stochastic differential equations (FBSDEs). In the first chapter, we give some generalities of 
stohastic  calculus as well as the differents types of stochastic control . In the second chapter, we 
establish the necessary optimality  conditions in the form of a stochastic maximum principle for 
relaxed controls for system of nonlineair  FBSDEs. 

ملخصال  

التقدمیة للمعادلات التفاضلیة العشوائیة الزمنیة المرخي  للتحكم لازمةالعمل نقوم بدراسة الشروط ال ذافي ھ
 بتقدیم بعض المفاھیم العامة في الحساب العشوائي الزمنينقوم  الأول الفصل وفي ،غیر الخطیة التراجعیة

 مبدأ شكل في لنظاملھذا ا لازمةال الشروطندرس الثاني  الفصلفي  .وكذا مختلف انواع التحكم العشوائي
. خيلعناصر التحكم المر عشوائي أقصى  
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